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Richtlinien fiir die Abfassung von Beitrigen. 


Allgemeines. Die Arbeit soll klar und verstandlich geschrieben sein. Es ist Rucksicht auf jene 
Leser zu nehmen, die nicht gerade an demselben Problem arbeiten. Auch ohne tibermaBige und nicht 
verantwortbare Breite der Darstellung kann haufig ein eingefiigter kleiner Satz dem Leser eine Stunde 
Nachdenken ersparen. Jede Niederschrift ist ein Ringen um das richtige Wort an der richtigen Stelle. 
Nur den wenigsten ist es gegeben, auf den ersten Anbieb schon das Optimum an Aufbau, Gliederung und 
Ausdruck zu erreichen. Meist wird dies erst nach mehrfachem Umarbeiten gelingen. Diese Mihe muB 
der Autor auf sich nehmen. Erstens schon in seinem eigensten Interesse, um nicht monatelange Arbeit 
durch unzweckmaBige Darstellung der Ergebnisse zu entwerten; zweitens im Interesse der Drucklegung, 
da nachtriigliche stilistische Verbesserungen und Veranderungen so viel Mehrarbeit fiir den Setzer be- 
deuten, daB sie, selbst wenn die Kosten dem Autor angerechnet werden, bei den heutigen Verhaltnissen 
als untragbar bezeichnet werden miissen. Eben diese Verhaltnisse machen es den Herausgebern zur unab- 
weislichen Pflicht, Abhandlungen, die nach ihrem Dafiirhalten den iiblicherweise zu stellenden An- 
forderungen in dieser Hinsicht nicht voll entsprechen, zur Umarbeitung zuriickzusenden. 


Manuskripte sind entweder an die Schriftleitung der ,,Acta Physica Austriaca“, Prof. Dr. Paut 


Urpan, Graz, Universitatsplatz 5 oder an den Springer-Verlag, Wien I, Mélkerbastei 5, zu richten. ~ 
Umfang: Obere Grenze etwa ein Druckbogen; langere Abhandlungen sind zu unterteilen. 


Titelkopf: Titel der Arbeit (soll bereits unmiSverstandlich kennzeichuend fiir den behandelten 
Gegenstand sein). Darunter der Name des Verfassers mit ausgeschriebenem Vornamen. Darunter Angabe 
des Institutes, aus dem die Arbeit stammt, oder Privatanschrift des Verfassers; darunter ,,Mit ... Ab- 
bildungen.“ : 


Inhaltsiibersicht; Der Abhandlung vorangestellt wird eine zusammenfassende Inhaltsiibersicht 
in Kleindruck. Sie dient als einfiihrender erster Uberblick fiir den Leser und als Vorlage fiir die Referenten 
der Referatenblatter. Die Ubersicht soll trotz gedrangter Darstellung alles enthalten, was der Verfasser an 
seiner Arbeit in bezug auf Problemstellung, Methodik und Ergebnisse fiir unerlaBlich zu ihrer Beurteilung 
halt. Zu einer Beurteilung auch durch den Nichtfachmann! 


Abbildungen: Sie miissen, wenn auch nur skizziert, doch so weit ausgefithrt sein, daB fiir 
den dem Thema fernstehenden Verlagszeichner keine Unklarheiten bestehen. Jede Zeichnung ist zu be- 
schriften; die Beschriftung soll das Lesen der Zeichnung auch ohne langes Suchen im Text erméglichen. 
Sie ist, als Beschriftung der Abb. Nr.... kenntlich gemacht, an der gewiinschten Stelle des Textes einzu- 
figen. Die Zeichenvorlage ist der Abhandlung auf gesondertem Blatt, das zwecks Vermeidung von lastigen 
Verwechslungen durch Autorennamen und Arbeitstitel gekennzeichnet sein sol!, beizulegen. Man ver- 
gesse nicht, daB Figurenwiedergabe und ‘Textherstellung zwei gesonderte Arbeitsgange sind, die erst nach 
der ersten Korrektur zusammenlaufen. 


Tabellen: Die Ubersichtlichkeit einer Tabelle und damit das Erreichen ihres Zweckes kann sebr 
geférdert werden durch Sorgfalt in der Wahl der Wberschriften sowohl fiir die Tabelle als Ganzes als fiir 
die einzelnen Zeilen und Kolonnen. Die gewablten Einheiten miissen klar ersichtlich, die Abkiirzungen 
verstandlich sein. 


Zitate ebenso wie Anmerkungen werden als FuSnoten mit durch die Arbeit fortlaufender 
Numerierung (zur Erleichterung der Riickverweisung, bzw. zur Vermeidung unnétiger Wiederholungen) 
gebracht. Als Zitatmuster (vergleiche die Handbiicher oder die S.-B. der Akademie): A. J. DrEmMpsTER, 
Nature 136, 180 (1935). Um Einheitlichkeit in den Abkiirzungen der Zeitschriftenzitate zu erreichen, ist 
die Herausgabe eines Verzeichnisses geplant. Fortsetzung auf der III, Umschlagseite 
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Victor F. Hess zum 70. Geburtstag. 


Am 24. Juni 1953 wird V. F. Hess 70 Jahre alt. Als Professor fiir 
Physik an der Fordham University in New York begeht er seinen 


Geburtstag in vélliger Frische, unermiidlich seine akademische Lehr- 
tatigkeit austibend und als Forscher weiter schaffend. Es erscheint dem- 
nach verfriiht, schon jetzt iiber seine wissenschaftlichen Leistungen ab- 


Acta Physica Austriaca. Bd. VII/3 14 


210 Victor F. Hess zum 70. Geburtstag. 


schlieBend zu berichten. Mit diesen Zeilen soll vor allem der Gliick- 
wunsch jenes Teiles der ésterreichischen Physiker zum Ausdruck ge- 
bracht werden, denen die markante Persénlichkeit und das wissen- 
schaftliche Werk Hess’ wohl vertraut ist. Fiir alle jene aber, welche 
nicht die Anfange der Erforschung der kosmischen Strahlung mit-_ 
erleben konnten, sei der wissenschaftliche Werdegang und das Lebens- 
bild des Forschers geschildert, dessen zielbewuBter Arbeit die moderne — 
Physik viel zu danken hat. 


Hess wurde am 24. Juni 1883 auf SchloB Waldstein bei Deutsch- 
Feistritz in der Mittelsteiermark als Sohn eines Forstrates geboren. 
Nach Absolvierung des Gymnasiums studierte er 1901 bis 1905 an der 
Universitat Graz bei LEOPOLD v. PFAUNDLER Physik. In seiner Disserta- 
tion behandelte Hess das Brechungsvermégen von Mischungen zweier 
Fliissigkeiten unter Berticksichtigung der beim Mischen e.ntretenden 
Volumsanderung. Am 16. Juni 1906 wurde er sub auspiciis Imperatoris 
zum Dr. phil. promoviert. Hess hatte urspriinglich die Absicht, sich bei 
DRUDE in Berlin weiter optischen Studien zu widmen, aber durch den 
plétzlichen Tod DruprEs kam dieser Plan nicht zur Ausfihrung. 
PFAUNDLER verschaffte ihm nun einen Arbeitsplatz bei FRANZ EXNER 
am 2. Physikalischen Institut der Universitat Wien. 


Der Eintritt in das Wiener Institut wurde fiir Hess’ weitere wissen- 
schaftliche Entwicklung entscheidend, denn er wurde nun in die Radio- 
aktivitat und Luftelektrizitat eingefiihrt, Fachgebiete, denen er sein 
Leben lang treu blieb und in denen er seinen groBen Erfolg errang. 
EXNER hatte einen Kreis von hochbegabten Mitarbeitern und Schiilern 
um sich geschart, von denen nur die Namen BENNDORF, HASENOHRL, 
HeEveEsy, KOHLRAUSCH, LECHER, MACHE, ST. MEYER, PANETH, PRZI- 
BRAM, V. SCHWEIDLER genannt seien. Auch SCHRODINGER und THIRRING 
gehorten spater diesem Kreis an, der sozusagen eine Familie bildete 
und in dem jeder Gelegenheit hatte, seine Fahigkeiten voll zu ent- 
falten. In dieser Zeit veréffentlichte HEss seine ersten Untersuchungen 
iiber Strahlung und Zerfallskonstante verschiedener radioaktiver Stoffe. 
Mit der Arbeit ,,Absolutbestimmungen des Gehaltes der Atmosphire 
an Radiuminduktion™ habilitierte sich HEss 1910 und erhielt im gleichen 
Jahre die Stelle eines ersten Assistenten am neugegriindeten Institut fiir 
Radiumforschung in Wien, dessen Direktor St. MEYER war. Hess fand 
inihm einen Freund und groBziigigen Forderer seiner Arbeiten. An diesem 
Institut erdffnete sich fiir HEss ein weites Betatigungsfeld. Die Er- 
forschung der Radioaktivitat stand damals erst in den Anfangen und die 
reichlich zur Verfiigung stehenden Mittel erméglichten die Bearbeitung 
einer Fille von Problemen. Von EXNER zu luftelektrischen Studien an- 
geregt, widmete Hess sich besonders der Untersuchung der in der 
Atmosphare enthaltenen radioaktiven Stoffe, bestimmte den Ionen- 
gehalt der Atmosphare unter verschiedenen Bedingungen usw. Die 
gliickliche Kombination seiner Erfahrungen sowohl auf dem Gebiete 
der Radioaktivitat als auch der Luftelektrizitaét fiihrte schlieBlich 
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zur Entdeckung der kosmischen Strahlung, die Hess selbst wie folgt 
schilderte!: 

».++Nachdem ich im Frithjahr 1911 einen Bericht iiber P. WuLrs 
Kiffelturm-Experimente gelesen hatte, war ich geneigt anzunehmen, dab 
bei all diesen Experimenten ein bisher noch unbekannter Ionisator in 
Erscheinung getreten sei und ich beschloB, das Problem durch unmittel- 
bare Experimente selbst in Angriff zu nehmen. Es erschien mir not- 
wendig, genau die Absorption der Gamma-Strahlen des Radiums in 
Luft zu bestimmen, um zu finden, bis in welche Entfernungen iiber dem 
Erdboden Gamma-Strahlen noch als ein ionisierendes Agens wirken 
konnen. Ich fiihrte diese Messungen in Wien aus, wobei ich eine gréBere 
Menge Radium (1500 mg) als Gamma-Strahlenquelle beniitzte und die 
lonisation in einem geschlossenen Gefa8 beobachtete, das im Freien in 
verschiedenen Entfernungen bis zu 90 m von der Strahlenquelle aufge- 
stellt war. Der aus diesen Messungen fiir Luft berechnete Absorptions- 
koeffizient war von der erwarteten GrdBe und so konnte mit Sicherheit 
ausgesagt werden, dal} die Gamma-Strahlung, die vom Boden ausgeht, 
fast vollstandig in den ersten 500 m iiber dem Erdboden absorbiert 
wird. 

Der nachste Schritt war die Konstruktion einer luftdichten Ioni- 
sationskammer, die bei Freiballonaufstiegen verwendet werden konnte 
und die mit einem empfindlichen Elektrometersystem ausgestattet war, 
das durch die starken Temperaturschwankungen wahrend dieser Fliige 


nicht beeinfluBt wurde. ... Mit solchen Instrumenten unternahm ich 
zehn Ballonaufstiege. Zwei im Jahre 1911, sieben im Jahre 1912 und 
einen im Jahre 1913... Durch rasch aufeinanderfolgende Messungen 


der [onisation mit zwei oder mehr Instrumenten konnten recht zuver- 
lassige Daten gewonnen werden. Ich fand, daB in 500 m tiber dem Boden 
die [onisation im Mittel ungefahr 2 J niedriger als auf dem Boden war 
und daB von ungefahr 1800 m aufwarts eine Zunahme der [onisation un- 
zweifelhaft in Erscheinung trat. In 1500 m war die [onisation wieder auf 
den gleichen Wert angestiegen, der auf dem Erdboden gefunden wurde. 
In 3500 m betrug die Zunahme nicht weniger als 4 J, in 5000 m war sie 
16 J iiber dem Bodenwert. Ein Unterschied zwischen Tag- und Nacht- 
beobachtungen wurde nicht bemerkt. 

Es war unméglich, diese Zunahme der Ionisation mit wachsender 
Hohe der Wirkung radioaktiver Substanzen zuzuschreiben. Ich be- 
rechnete, daB die bekannten Mengen von Radium-Emanation und 
anderen Substanzen in der Atmosphare nicht mehr als ein Zwanzigstel 
jenes Effektes erzeugen kénnten, der in einer Héhe von ein bis Zwel 
Kilometer beobachtet wurde. Der einzig médgliche Weg, meine experi- 
mentellen Befunde zu erkliren, war, auf die Existenz einer bisher unbe- 
kannten, sehr durchdringenden Strahlung zu schlieBen, die haupt- 
sachlich von oben kommt und wahrscheinlich auBerterrestrischen (kos- 
mischen) Ursprunges ist. Das auBerordentlich groBe Durchdringungs- 


1 Ubersetzt aus ,,Thought’‘ (Fordham Quarterly), 1— 12 (1940). 
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vermégen dieser Strahlung konnte aus der Tatsache erschlossen werden, 
daB8 ihre Wirkung nach Durchdringen der gesamten Atmosphare noch 
im Meeresniveau nachweisbar ist...“ 


Soweit der Bericht. Aus der Zeit zwischen 1910 und dem Beginn 
des ersten Weltkrieges stammen 15 wissenschaftliche Arbeiten, von 
denen sich sechs auf die kosmische Strahlung, die tibrigen auf Radio- 
aktivitat beziehen. Hrss verbesserte die Gamma-Strahlen-Methode 
zur Radium-Bestimmung, bestimmte die Warmeproduktion des von 
seinen Zerfallsprodukten befreiten Radiums und fiihrte neue Reich- 
weitemessungen an Polonium-, Thorium- und Aktinium-Praparaten aus. 
Hess konnte damals noch nicht ahnen, welch ungeheuer groBe Be- 
deutung der kosmischen Strahlung in der Physik in spateren Jahren 
zukommen sollte. Aber er war sich dessen bewu8t, etwas Grundlegendes 
gefunden zu haben und entwickelte ein Programm, nach dem die 
Strahlung, die damals noch fiir eine extrem harte Gamma-Strahlung ge- 
halten wurde, in internationaler Zusammenarbeit in Tal- und Hohen- 
stationen untersucht werden sollte. Leider bereitete der Beginn des 
ersten Weltkrieges diesen Bestrebungen ein vorzeitiges Ende. Herss 
wendete sich wieder der Radioaktivitat und deren medizinischen An- 
wendungen zu, angeregt durch seine Tatigkeit als Leiter der R6ntgen- 
abteilung eines Reservelazarettes. Er wandte ferner zum ersten Male, ge- 
meinsam mit LAwson, einem Englander, der in Wien vom Kriegsaus- 
bruch tiberrascht wurde, die RUTHERFORD-GEIGERsche Zahlkammer auf 
die Zahlung von Gamma-Strahlen an und entwickelte damit ein Gerat, 
das als Vorlaufer des GEIGER-MULLER-Zahlrohres angesehen werden 
kann. Zusammen mit Lawson fiihrte er auch eine international aner- 
kannte Prazisionsbestimmung der Zahl der von 1 g Radium sekundlich 
ausgesandten Alpha-Teilchen aus. 


Bereits im Jahre 1908 hat HEss einen Lehrauftrag fiir Physik an der 
tierarztlichen Hochschule in Wien erhalten. Im Herbst 1920 wurde er 
zum Extraordinarius an der Grazer Universitat ernannt. Fast gleich- 
zeitig hat er als einer der ersten Auslander nach dem ersten Weltkrieg 
eine Berufung nach den USA. erhalten, und zwar als Chefphysiker der 
US. Radium Corporation in Orange, N.Y. Damit aber war seiner 
Tatigkeit in Wien ein Ende gesetzt. Hess schreibt hieriiber: ,,Der 
Abschied vom Radiuminstitut im Oktober 1920 war nicht leicht. Mein 
Nachfolger war KARL PRZIBRAM. Die zehn Jahre im Radiuminstitut 
waren, wie ich heute — 30 Jahre spater — bekenne, die schénsten Jahre 
meines Lebens.‘‘ 


Hess richtete in der genannten Radiumfabrik ein Forschungs- 
laboratorium ein und arbeitete bald an leitender Stelle. Daneben hielt 
er Vortrage an Universitaéten und auf Kongressen. Bald wurde er auch 
zum ,Consulting physicist‘ im US Bureau of Mines im Ministerium des 
Inneren ernannt, eine fiir einen Auslander seltene Ehre. Aus dieser 
Zeit stammen vor allem Arbeiten iiber medizinische Anwendung des 
Radiums und tiber neue und verbesserte Methoden zur Bestimmung des 
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Radiumgehaltes von Erzen. Auch eine Apparatur zur Reinigung der 
Radiumemanation wurde in Amerika entwickelt. 

Trotz giinstiger Angebote seitens der amerikanischen Industrie zog 
es Hkss vor, nach zweijdéhriger Beurlaubung wieder an seine Grazer 
Lehrkanzel zuriickzukehren, wo er 1925 zum Ordinarius ernannt wurde. 
Da in Graz jedoch keine Radium-Praparate und auch sonst nur sehr be- 
schrankte Mittel zur Verfiigung standen, setzte Hess mit Unterstiitzung 
der Akademie in Wien und der Notgemeinschaft in Berlin seine seinerzeit 
begonnenen luftelektrischen Forschungen fort. In diese Zeit fallt auch 
die Abfassung des Buches ,,Die Leitfahigkeit der Atmosphare und ihre 
Ursachen“, das in der Sammlung Vieweg erschienen ist und ins Eng- 
lische iibersetzt wurde, sowie die mit BENNDORF gemeinsame Be- 
arbeitung des Abschnittes ,,Luftelektrizitat‘’ in MULLER-PoUILLETsS 
Lehrbuch der Physik, 11. Auflage. In zahlreichen Messungen in reiner 
Landluft und wahrend zweier Sommer auf Helgoland untersuchte er die 
Frage, ob die bekannten Ionisatoren der Atmosphare quantitativ aus- 
reichend seien, um den beobachteten Jonisationszustand der Luft her- 
vorzurufen. Hess konnte durch seine Messungen die Jonisierungs- 
bilanz tiber dem Meere vollig befriedigend erklaren. Auch in der spateren 
Innsbrucker Zeit hat sich HESS zusammen mit seinen Schiilern mit 
Ionenzahlungen, Kondensations- und Staubkernen beschaftigt. Seine 
Erfahrungen legte er in der Monographie ,,lonisierungsbilanz der Atmo- 
sphare’ (GERLANDs Ergebnisse der kosmischen Physik, 1933) nieder. 

In der Grazer Zeit begann Hess wieder iiber kosmische Strahlung 
zu arbeiten, an der das Interesse vor allem durch die Beobachtungen von 
MILLIKAN in den USA. (ab 1922) und HorrMann in Konigsberg (1925) 
wieder wachgerufen worden war. HEss organisierte zwei Expeditionen 
auf den Sonnblick (3100 m) und veranlaBte dort eine Registrierung der 
zeitlichen Schwankungen der Strahlung fiir die Dauer eines Jahres. 

Als Hess im Jahre 1931 eine Berufung nach Innsbruck erhielt, 
leistete er dieser um so lieber Folge, als sich ihm dort die Moglichkeit bot, 
auf dem 2300 m hohen, mit Seilbahn leicht erreichbaren Hafelekar ein 
Laboratorium zu errichten. Mit wesentlich verbesserten STEINKEschen 
Ionisationskammern wurde nun eine Dauerregistrierung begonnen, die 
von zeitbedingten Unterbrechungen abgesehen, noch heute von dem 
Verfasser weitergefiihrt wird. Diese auch von Mitteln der ROCKEFELLER- 
Stiftung unterstiitzte Station lieferte das erste verlaBliche Material tiber 
taglichen und jahreszeitlichen Gang, Temperatur- und magnetischen 
Effekt und Zusammenhang zwischen kosmischer Strahlung und solaren 
Einfliissen. Aber auch mit Zahlrohren und einer Nebelkammer wurde 
unter Hess’ Leitung am Hafelekar gearbeitet, wobei bereits Anzeichen 
fiir ein drittes Maximum der Rossi-Kurve gefunden und Aufnahmen 
von schweren Partikeln in der kosmischen Strahlung erhalten wurden. 
J. Euester (Ziirich) untersuchte im Hafelekar-Laboratorium an 
Kaninchen, Taufliegen, Samen und Bakterien die biologische Wirkung 
der kosmischen Strahlung. Die Hauptergebnisse sind in dem mit HEss 
gemeinsam geschriebenen Buch zusammengefaBt ,,Die Weltraum- 
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Strahlung und ihre biologischen Wirkungen“, Ziirich 1940 (2. Auflage, 
Fordham University Press, 1949). 

Leider jedoch wurde die sonst so schéne Innsbrucker Zeit durch die 
nach einer schweren Radiumverbrennung notwendig gewordene Ampu- 
tation eines Daumens sowie durch eine Kehlkopfoperation im Jahre 1934 
getriibt und auch durch Wolken verdiistert, die sich damals am politischen 
Himmel zusammenzogen. Hess ist bei aller Liebe, mit der er an seiner 
Heimat hangt, kosmopolitisch eingestellt. Aus dieser Einstellung und 
seiner Ablehnung jeglicher Gewaltmittel, die seinem konzilianten Wesen 
widerstreben, ergab sich seine ablehnende Haltung gegeniiber den 
nationalsozialistischen Ideen und Methoden. 

Im Jahre 1937 ging HEss als Nachfolger BENNDORFs wiederum nach 
Graz, wurde jedoch durch die politischen Ereignisse gezwungen, be- 
reits im Friihjahr 1938 Osterreich zu verlassen. Hrss empfand die un- 
freundliche Behandlung seitens der damaligen politischen Machthaber 
sehr schmerzlich, zumal sein Interesse stets nur der Wissenschaft 
gegolten und er sich nie politisch betatigt hatte. Dem Gelehrten, dessen 
Scheiden fiir Osterreichs Wissenschaft einen groBen Verlust bedeutete, 
er6ffnete sich an der Fordham University in New York ein neues Wir- 
kungsfeld, dem er bis jetzt treu geblieben ist. Zweimal hat HEss seit 
Ende des Krieges wiederum seine Heimat besucht. Im Sommer 1948 
konnte ihn die Universitat Innsbruck als Gastprofessor begriiBen. Die 
Aufforderungen, seine frithere Lehrkanzel wieder einzunehmen, lehnte 
er jedoch ab. Als Mitglied der Carnegie Institution arbeitet HkEss in 
den USA. weiterhin auf dem Gebiete der kosmischen Strahlung und der 
Luftelektrizitat. Mehr als 30 Publikationen sind seit 1938 in Amerika 
entstanden. Erwahnt seien nur seine neue Methode zur Bestimmung 
der Absolutintensitat der kosmischen Strahlung und der Restionisation 
in Jonisationskammern, seine neue Bestimmung der Eveschen Kon- 
stanten, Untersuchungen tiber die Radioaktivitét von Gesteinen sowie 
weitere Zahlungen der Kondensationskerne und Messungen der Leit- 
fahigkeit der Luft iiber See, sowie seine Untersuchungen iiber die 
Ionisierungsbilanz. Auch Probleme der medizinischen Radioaktivitat 
beschaftigen ihn wieder. 

Hess’ Hauptverdienst aber liegt in der Entdeckung der kosmischen 
Strahlung und seinem Beitrag zu ihrer Erforschung. Sein Name wird 
mit dem der kosmischen Strahlung stets verkniipft bleiben. Alle, die 
Hess personlich kennen, werden sich, anlaBlich seines Geburtstages auf 
die letzten Jahrzehnte physikalischer F orschung zurtickblickend, ae 
daB es ihm vergénnt war, in ,,seiner‘’ Strahlung die Entdeckung des 
Positrons und der Mesonen miterleben zu kénnen und zu sehen, wie die 
,,oterne’’ zum ersten Mal auf einer Platte gefunden wurden, die auf dem 
Hafelekar exponiert war und zu erfahren, wie es vor einigen Jahren 
gelang, mittels der groBen Teilchenbeschleuniger ,,kosmische’’ Strah- 
lung im Laboratorium herzustellen. Den Leistungen, die Hess _ voll- 
bracht hatte, wurde auch die gebiihrende Anerkennung zuteil. 1919 er- 
hielt er von der Akademie der Wissenschaften in Wien den LIEBEN- 
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Preis, 1932 von der Cart Zetss-Stiftung in Jena den Ernst ABBE 
Gedachtnispreis mit der ABBE-Medaille und als héchste Auszeichnung 
1936 gemeinsam mit ANDERSON den Nobelpreis fiir Physik zuerkannt. 
Neben seiner Forschertatigkeit aber widmet sich HEss mit der ihm 
eigenen Sorgfalt und Griindlichkeit auch der Lehrtiatigkeit nach dem 
Grundsatz, daB Forschung und Lehre Hand in Hand gehen miissen. 
Pers6énlich ist HEss von groBer Liebenswiirdigkeit und Hilfsbereitschaft. 
In Graz wie in Innsbruck war er nicht nur um wissenschaftliche Aus- 
bildung und spateres Fortkommen seiner Schiiler besorgt, er war ihnen 
auch in personlichen Angelegenheiten Berater und Helfer. Ich erinnere 
mich, wie er einmal einem unbemittelten Studenten die Priifungstaxen, 
von denen es keine Befreiung gab, zuriickstellte. Seine Hilfsbereitschaft 
erstreckte sich aber nicht nur auf Akademiker. Vielen hat er auch in 
den USA. geholfen und viele Bekannte in Europa wurden von ihm in der 
Nachkriegszeit untersttitzt. Trotz seiner groBen Erfolge aber ist er 
stets bescheiden geblieben und lebt zuriickgezogen in einem Vorort 
New Yorks mit seiner Gattin, die ihm nach Méglichkeit alle Schwierig- 
keiten aus dem Wege raumt, so da er sich ganz seinem Beruf widmen 
kann. Osterreichs Physiker, besonders seine ehemaligen Kollegen, Mit- 
arbeiter und Schiiler bedauern, daf der Jubilar seinen 70. Geburtstag 
nicht in seiner Heimat verbringen kann und wiinschen ihm noch recht 
viele Jahre Wohlergehens und erfolgreichen beruflichen Schaffens. 


R. STEINMAURER (Innsbruck). 


Intensititsprobleme beim Raman-Effekt 1. Ordnung*. 


Von 
0. Theimer. 


Aus dem physikalischen Institut der Technischen Hochschule Graz. 


(Eingelangt am 27. Oktober 1952.) 


Zusammenfassung. 


Einleitend wird ein Uberblick tiber die Anwendungsmdéglichkeiten und Grenzen 
der ,,linearen Polarisierbarkeitstheorie’ gegeben. Dabei wird gezeigt, da man 
in die mit der Intensitat von Raman-Linien verkniipften Probleme tiefer ein- 
dringen kann als bisher, wenn man statt der Polarisierbarkeitskomponenten 
erster Ordnung dog (j) die Polarisierbarkeitsableitungen doc, (k) untersucht, die 
im Gegensatz zu den doo (7) unabhangig von den Normalkoordinaten sind. Im 
Hauptteil der Arbeit werden die Beziehungen zwischen der Molekiilsymmetrie 
und den dgoy(k) vollstandig abgeleitet und die Ergebnisse fiir endliche Punkt- 
gruppen in Tabellen niedergelegt. Diese Ergebnisse sind die unerlaBliche Voraus- 
setzung fiir die Behandlung der in der Einleitung besprochenen Intensitats- 
probleme, 


1. Einleitung. 


Die meisten experimentellen und theoretischen Arbeiten tiber den 
RaAmMAN-Effekt beschaftigen sich fast ausschlieBlich mit den durch die 
RAMAN-Streuung ermittelten Eigenfrequenzen von Molekiilen und 
Kristallen. Die Intensitat der RAMAN-Linien wird dabei i. a. nur ganz 
oberflachlich beriicksichtigt, und zwar im Zusammenhang mit ge- 
wissen symmetriebedingten Auswahlregeln, die eine Einteilung der 
RAMAN-Linien in drei Gruppen erméglichen, je nachdem ihre Intensitat 
Null oder endlich und ihr Depolarisationsgrad 6/7 oder kleiner als 
6/7 ist! Zu dieser Vernachlassigung der Intensitatsprobleme haben 
moglicherweise experimentelle und theoretische Schwierigkeiten bei- 
getragen, die die Bearbeitung dieser Probleme zu einer etwas undank- 
baren Aufgabe machen. Die Schwierigkeiten scheinen aber keinesfalls 
untiberwindlich und ihre Bereinigung soll in einer Reihe von Arbeiten 
in Angriff genommen werden. 


* Herrn Professor Dr. Victor F. Hess zum 70. Geburtstag gewidmet. 
1 K. W. F. Konrirauscn, RAMAN-Spektren, Hand- u. Jahrb. d. Chem, Physik 
9 II, Leipzig 1943. 
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Die grundlegende Arbeit zur Theorie des RAMAN-Effektes stammt 
von G. PLAczEK*. Dieser Autor gibt allgemeine Formeln fiir die Inten- 
sitat der RAMAN-Streuung und spezialisiert sie unter dem Namen 
Polarisierbarkeitstheorie fiir den Schwingungs- und Rotations-RAMAN- 
Effekt von Molekiilen. Die fiir Kristalle notwendigen Erganzungen 
wurden dann von Born und Mitarbeitern® ausgearbeitet. In den End- 
formeln der Polarisierbarkeitstheorie fiir den RAMAN-Effekt erster 
Ordnung sind die nichtlinearen Glieder in den Entwicklungen der 
Polarisierbarkeit und der inneren Krafte nach den Normalkoordinaten 
einfachheitshalber weggelassen. Diese bequeme Naherung ist im Rahmen 
der Polarisierbarkeitstheorie keinesfalls notwendig und kénnte nur durch 
das Experiment gerechtfertigt werden. Die Zuldssigkeit dieser Naherung 
kann mit Hilfe der Formeln (3) und (4) des nachsten Abschnittes ge- 
priift werden, da die GréBen v9, »; und T, von denen die Intensitat ab- 
hangt, unabhdngig voneinander variiert werden kénnen, wobei sich die 
Voraussagen der ,,linearen“ Polarisierbarkeitstheorie experimentell 
kontrolhieren lassen. Die gleiche Méglichkeit bieten die den Polarisier- 
barkeitsableitungen ayo, (k) durch die Molekiilsymmetrie auferlegten 
Bedingungen, deren Erfiillung ebenfalls experimentell iiberpriift werden 
kann. 

Man hat bisher nur recht wenig Gebrauch von diesen Kontroll- 
moglichkeiten gemacht. Am ausftihrlichsten wurde noch die Temperatur- 
abhangigkeit der Intensitat von RAmaAn-Linien untersucht*. Die Er- 
gebnisse sdmtlicher Untersuchungen stehen, soweit sie Kristalle und 
Fliissigkeiten betreffen (Gase wurden noch nicht bezitiglich der Tem- 
peraturabhangigkeit des RAMAN-Effektes studiert), im Widerspruch zur 
linearen Polarisierbarkeitstheorie und scheinen damit die Beriick- 
sichtigung der nichtlinearen Effekte zu fordern*. Da aber andere 
Argumente fiir einen nur geringen Einflu8 dieser nichtlinearen Effekte 
sprechen und da auBerdem die Einbeziehung derselben in die Theorie 
der RAMAN-Streuung die Intensitatsformeln ziemlich stark kompliziert 
und mit einer Reihe zusatzlicher materialabhangiger GroBen, namlich 
den héheren Ableitungen von Potential und Polarisierbarkeit der Mole- 
kiile nach den Atomverriickungen belastet, ist es naheliegend zu unter- 


2 G. PraczEK, HB. d. Radiologie VI/2, 2. A., Leipzig 1934. 

3 M. Born und M. Brapsurn, Proc. Roy. Soc. A. 89 (1947), 277.— H. M. 
J. Situ, Phil. Trans. Roy. Soc. A. 241 (1948), 105. 

4 F. G. BiIRCKWEDDE u. M. Petters, Physic. Rev. 33 (1929), 116. — G. Lanps- 
BERG u. L. MANDELsTAM, Z. Physik 60 (1930), 334, 364. — L. S. ORNSTEIN u- 
J. J. Went, Physika 2 (1935), 503. — T. M. K. Nepuneap1, Proc. Ind. Ac. Sci. 
11 (1940), 86; 14 (1941), 242. — K. VENKATESVARLU, Proc. Ind. Ac. Sci. 13 (1941), 
64; 14 (1941), 529; 16 (1942), 45; 19 (1944), 111; 21 (1945), 24. 

* Eine Abkehr von dem Formalismus der allgemeinen Polarisierbarkeits- 
theorie, die z. B. von F. C. RorEster, A. Ph. A. 5 (1952), 477, gefordert wird, er- 
scheint mir jedoch weder notwendig noch zweckmaBig, wie ich in einer weiteren 
Arbeit iiber den EinfluB der anharmonischen Glieder auf die Intensitat des RAMAN- 
Effektes zeigen werde. 
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suchen, ob die lineare Theorie nicht doch fiir manche Zwecke eine aus- 
reichende Naherung darstellt. Zu den erwahnten Argumenten zahlt 
z. B. der Umstand, daB die iiblichen Auswahlregeln beziiglich RAMAN- 
Aktivitat und Depolarisationsgrad, die ja zum Teil an die lineare 
Theorie gebunden sind? i. a. ziemlich gut erfiillt werden*. AuBer 
diesen Auswahlregeln bestehen aber noch eine ganze Reihe zusatzlicher 
Symmetrie-Beziehungen, die bisher noch nicht untersucht wurden. 
Ihre Kenntnis ist die Voraussetzung jeder systematischen Untersuchung 
der Intensitat der RAMAN-Streuung. Diese Symmetriebeziehungen er- 
moglichen es namlich, wie im nachsten Abschnitt gezeigt wird, einer- 
seits die Anwendbarkeit der linearen Polarisierbarkeitstheorie zu tiber- 
priifen und anderseits, 7m Rahmen der linearen Theorie, die Polarisier- 
barkeitsableitungen pc, (k) experimentell zu bestimmen**. Diese 
letztere Méglichkeit erdffnet dann ein weites Feld von Intensitats- 
problemen. So kénnten z. B. die experimentellen Werte der dgo, (F) 
mit dem theoretischen Wert verglichen werden, die mit Hilfe der Theorie 
von SILBERSTEIN oder mit Hilfe der Quantenmechanik abgeleitet 
wurden®. Man koénnte ferner untersuchen, ob es im Fall der Polarisier- 
barkeitsableitungen go, (k) charakteristische Atom-, bzw. Bindungs- 
groBen gibt, ahnlich wie es bei der Polarisierbarkeit selbst und bei den 
Federkraften der Fall ist®. Die Kenntnis dieser charakteristischen 
Bindungskonstanten wiirde es dann im Prinzip erlauben, die Intensitat 
des RAMAN-Spektrums beliebiger Verbindungen, z. B. der Kohlen- 
wasserstoffe, zu berechnen oder zumindest zu verstehen’. Es lieBe 
sich die Frage klaren, ob die Polarisierbarkeit von Molekiilen nur gegen 
die Langenanderung von Bindungen empfindlich ist, oder ob auch die 
Deformation von Valenzwinkeln eine merkliche Anderung der Polarisier- 

* Der Umstand, daB viele Auswahlregeln nur dann giiltig sind, wenn die 
lineare Theorie zulassig ist, wird meiner Meinung nach nicht geniigend beriick- 
sichtigt. Und zwar nicht so sehr im Zusammenhang mit einer Rechtfertigung 
der linearen Theorie, sondern bei der Erklarung jener Falle, bei denen die Aus- 
wahlregeln durchbrochen werden. So geben z. B. F. Matossi u. R. MAYER, Phys. 
Rev. 74 (1948), 449 und Barrio” u. FRUHLING, Journ. Physique 9 (1948), 98, 
wenig tberzeugende Deutungen fiir das Versagen der Auswahlregeln bei Calcit, 
ohne den Einflu8 der Anharmonizitét auch nur in Erwagung zu ziehen. 

** Die dou (k) sind definitionsgemaB temperaturunabhangige GréBen. Wenn 
man sie jedoch aus den nur naherungsweise giiltigen Formeln der linearen Polari- 
sierbarkeitstheorie bestimmt, dann kénnen sie scheinbar temperaturabhangig 
werden. Ihre richtigen Werte erhalt man durch Extrapolation gegen T = 0. 
Die Starke der Temperaturabhangigkeit der ago, (k) kann unter anderem als MaB 
fiir die Abweichungen von der linearen Theorie angesehen werden. 

5 Vergl. dazu die Arbeiten von B. P. Rao, Proc. Ind. Ac. Sci. A 11 (1940), 1: 
J. CABANNES u. A. Rousset, J. de phys. et rad. 1 (1940), 155, 181, 210; F. Marossz, 
Physik. ZS. 45 (1945), 304; Journ. Chem. Phys. 19 (1951), 1007. 

6 L. N. Wana, J. Chem. Phys. 7 (1939), 1012. 

7 Umfangreiches Material tiber die Intensitat der Raman-Linien yon Kohlen- 


wasserstoffen wurde von D. H. Rank und Mitarbeitern, Analytic. Chem. 19 (1947), 
700, erarbeitet. 
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barkeit bewirkt®. Als letztes Beispiel sei noch die Untersuchung der 
Abhangigkeit der ago, (k) von der Erregerfrequenz erwahnt, die in 
theoretischer Hinsicht sehr interessant ist. 

Alle diese Probleme kénnen, wie im nachsten Abschnitt gezeigt wird, 
nur dann erfolgreich in Angriff genommen werden, wenn man die Be- 
ziehungen zwischen den Polarisierbarkeitsableitungen und der Molekiil- 
symmetrie voll beriicksichtigt. Diese Beziehungen sollen in der vor- 
liegenden Arbeit systematisch untersucht werden, um so ein Fundament 
fiir die weitere Bearbeitung von Intensitaitsproblemen beim RAMAN- 
Effekt zu legen. 


2. Allgemeine Theorie des Raman-Effektes erster Ordnung, 
Es sei 
E= Ac‘ + A* eiot (A — |A|a) (1) 


die Feldstarke des elliptisch polarisierten Erregerlichtes mit der Inten- 
sitat 


Jo=5_ Kl (2) 


und s ein Einheitsvektor senkrecht zur Beobachtungsrichtung. Die 
Intensitat J (j,s) der in Richtung s polarisierten Komponente der 
rotverschobenen RAMAN-Streuung erster Ordnung, die zur j7-ten 
Normalschwingung des streuenden Systems gehort, betragt dann zu- 
folge der linearen Polarisierbarkeitstheorie® ® 

2 
a. Oya (7) Sp a, (3) 
Ooo 


_  (%—%) 
JG.) = So : a 


Bae 


Hier bedeuten 7») und »; die Frequenzen von Erregerlicht und j-ter 
Normalschwingung und die a (7) die Komponenten der zu dieser 
Normalschwingung gehdérenden Polarisierbarkeit erster Ordnung. Diese 
lassen sich als Funktion der Komponenten e, (k, 7) der Normalschwin- 
gungen und der Polarisierbarkeitsableitungen 

0000 
Ss fe , 0, = 1,2,38 
darstellen, welche die Ableitungen der Polarisierbarkeitskomponenten ago 
des ruhenden Molekiils nach den Verriickungen %,() der mit dem Index & 
bezeichneten Atome mit Masse m, des Streuers reprasentieren: 


Apop (*) 


dea (j) = SST eon (#8) ey (yf) [om (4) 
k ue 


8 Vergleiche dazu M. ELIASHEVICcH u. M. WOLKENSTEIN, Compt. Rend. URSS., 
41 (1943), 366 und W. F. Epcerr, J. Chem. Phys. 13 (1945), 133. 
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Die e, (k,7) sind die zur 7-ten Normalschwingung gehorigen Ver- 
riickungskomponenten der Atome. Sie geniigen der Normierung* 


Delhi t) eu (& 7) = 007) (5 a) 


hk 
yy Cy (R, 1) ev (R’ 1) = 0(uv) 6 (k k’) (5 b) 
i] 


_ Die Formeln (3) und (4) gelten in gleicher Weise fiir die RAMAN- 
Streuung von Molekiilen in Gasen und Fliissigkeiten und fir Kristalle. 
Bei Kristallen wird allerdings die Summierung tuber k durch eine 
doppelte Summierung tiber k und / ersetzt, wobei k die Atome in der 
Elementarzelle und / die Elementarzellen im Kristall zahlt. AuBerdem 
muB bei Kristallen zur Erklarung des BriLLouin-Effektes (= RAMAN- 
Effekt der elastischen Kristallschwingungen) die endliche Wellenlange 
des Lichtes beriicksichtigt werden, die in Gl. (4) naherungsweise un- 
endlich gesetzt wurde®, 

Es mu8 noch erwahnt werden, da8 sich Formel (3) auf streuende 
Systeme bezieht, die im Raum, das heiSt relativ zur Einstrahl- und 
Beobachtungsrichtung fixiert sind. Das ist bei Kristallen praktisch 
immer der Fall. Bei Fliissigkeiten und Gasen dagegen, bei denen die 
einzelnen, mehr oder weniger frei beweglichen Molekiile als selbstandige 
Streuer fungieren, ist diese Bedingung nicht mehr erfiillt. Die auf 
ein raumfestes Koordinatensystem bezogenen ago (7) der ,,rotierenden“ 
Molekiile wechseln standig ihren Betrag und die Intensitat J (7, s) 
muB durch einen Mittelwert iiber alle Molekiilorientierungen ersetzt 
werden. Bei natiirlichem Erregerlicht mit Einstrahlrichtung o und 
senkrechter Beobachtung in Richtung 0 wird dann die mittlere Inten- 
sitat J, der in Richtung w polarisierten Komponente des Streulichtes 

; prota ie CWE sch 
Lien, tes us a) (6 a) 
vj ( == 


~ 


k 


w 


und die mittlere Intensitat 7, der in Richtung o polarisierten Kom- 
ie (—9)46 y? (7) 


oe (6 b) 


(ee) 
o Vi ae 
v; \1—eé 


a(j) wird die mittlere Polarisierbarkeit erster Ordnung genannt 
und hat die gegen Koordinatentransformation invariante Form 
1 


ali) =— > ae (i) (7 


Is (j,0) =I 


e 


* Aus Gl. (5 a) folgt, daB das mittlere Verriickungsquadrat der schwingenden 

Atome der Zahl der in den einzelnen selbstandigen Streuern (z. B. Molekiile) 

enthaltenen Atome verkehrt proportional ist. Dieser Umstand ist unter anderem 

wichtig fiir das Verstandnis der Intensitat der RAMAN-Linien von langeren Ketten. 
® OQ, THEIMER, Proc, Phys. Soc. A. 64 (1951), 1012; A. 65 (1952), 38. 


Intensitatsprobleme beim Raman-Effekt 1. Ordnung. 221 


Die Anisotropie erster Ordnung y (j) ist eine Invariante der Form 


y* (7) =9 a? (7) —3 LXp [go (7) Goo (7) — ga (7) Goo (7) ] (8) 
foley 

Bisher hat man sich i. a. damit begniigt, die Parameter a (/) 
und y (7) nur recht oberflaéchlich zu untersuchen, und zwar nur inso- 
weit als man feststellte, ob sie Null oder endlich sind und ob diese ex- 
perimentellen Ergebnisse mit den Forderungen der symmetriebe- 
dingten Auswahlregeln iibereinstimmen. Die Werte der nicht ver- 
schwindenden a (7) und y (7) hat man dagegen noch nicht systematisch 
erforscht. Das mag unter anderem mit experimentellen Schwierig- 
keiten und der schlechten Vergleichbarkeit der unter ungleichen Be- 
dingungen gemessenen absoluten (nicht relativen!) Intensitaten zu- 
sammenhangen. Der Hauptgrund diirfte aber darin bestehen, daB die 
a (7) und y (7) keine sehr aufschluBreichen GréBen sind. Das kommt 
daher, daB diese Parameter, wie schon der Index (7) anzeigt, eigentlich 
keine charakteristischen Konstanten der ruhenden, unverzerrten 
Molekiile sind, sondern auch noch von den Normalschwingungen dieser 
Molekiile abhangen*. Formal erkennt man das dann, wenn man die 

Formel (4) in (7) und (8) einsetzt: 


ali) == ST _Y coon (bi) en (bi) (7) 
@ ku 


(7) = 9a? (7) —3 4 oy [gou (2) Goon (R) — Apap (A) hoon (k)] eu (2, 7) /mx 


oo pk 


(8 a) 

Die Formeln (7 a) und (8 a) zeigen, da die a (7) und y (7) ziemlich 
komplizierte Funktionen sowohl der Normalverriickungskomponenten 
é, (k,7) als auch der auf das ruhende Molekiil bezogenen Polarisier- 
barkeitsableitungen dc, (k) sind. Wegen dieser Abhangigkeit von zwei 
physikalisch ganz verschiedenen Typen von Parametern stellen die 
a(j) und y(j) noch recht komplexe Molekiileigenschaften dar; ihre 
experimentelle Bestimmung ist daher keinesfalls ausreichend, die Auf- 
klarung der in der Einleitung angefiihrten Intensitatsprobleme syste- 
matisch in Angriff zu nehmen. Das kann nur dann geschehen, wenn 
man aus den a (7) und y (7) mit Hilfe der aus den Schwingungsfrequenzen 
berechneten Verriickungskomponenten ¢, (k,7), die Polarisierbarkeits- 
ableitungen dyoy(k) unter Beniitzung der Gln. (7 a) und (8 a) ermittelt. 
Ahnlich wie beim eben diskutierten RAMAN-I‘ffekt ,,frei beweg- 
licher‘‘ Molekiile liegen die Verhaltnisse im Kristall. Hier kann man 
wohl aus der Richtungsabhangigkeit der RAMAN-Streuung die einzelnen 
Apa (j) bestimmen, so daB man sich nicht mit der summarischen Kenntnis 
der einzelnen Tensorinvarianten a (7) und y (j) zu begniigen braucht. 


* Soferne man die Normalkoordinaten als Eigenschaften der ruhenden Molekiile 
ansieht, muB man das natiirlich auch bei den a (j) und y (7) tun. 
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Aber auch diese ays (7) sind genau so wie die a (7) und y (7) Funktionen 
sowohl der ¢, (k,7) als auch der ago, (k) und daher recht komplizierte 
GréBen, deren Kenntnis nicht sehr niitzlich ist. Man hat sich deshalk 
auch bei Kristallen damit begniigt zu untersuchen, ob die dg (7) die 
Auswahlregeln erfiillen, hat aber dariiber hinaus kaum eine Systematik 
ihrer Absolutwerte versucht. 


Aber gerade bei Kristallen ware eine solche systematische Unter- 
suchung sehr niitzlich, da man bei diesen im Raum fixierten Streuern 
mit Hilfe von Gl. (4) grundsatzlich immer die einzelnen~ do, (k) be- 
rechnen kann, vorausgesetzt, daB man die Verriickungspomponenter 
e, (k,7) kennt. Das ist deshalb ganz allgemein moglich, da es schon be 
vollig unsymmetrischen, triklinen Kristallen genau soviel experimentell 
bestimmbare ayo (7) wie unbekannte do, (k) gibt. Die Zahl der ersteren 
betragt namlich 6 (3k —3) = 18 (k—1) (k = Zahl der Atome prc 
Elementarzelle), da jede der (3 k — 3) Fundamentalschwingungen des 
Kristalls 6 Komponenten des symmetrischen* Tensors der Polarisier- 
barkeit erster Ordnung liefert. Ebensogro8 ist aber auch die maximale 
Zahl der unabhangigen do, (k), wie spater gezeigt werden wird. Die 
Verhaltnisse werden bei symmetrischen Kristallen noch gitinstiger unc 
ermoéglichen es nicht nur, die einzelnen Go, (k) zu bestimmen, sonderr 
auch die den Intensitatsformeln zugrunde liegende Theorie zu priifen 
Denn da es dann mehr Bestimmungsstiicke als Unbekannte gibt, miisser 
zwischen den Bestimmungsstiicken Beziehungen bestehen, die durcl 
die Theorie vorausgesagt und durch das Experiment itiberpriift werder 
kénnen. Dies ermdglicht aber eine Kontrolle der Theorie, die sich im 
Fall des RAMAN-Effektes erster Ordnung vor allem auf den Einfluf 
nichtlinearer Effekte und auf die Korrektheit der verwendeten Ver. 
ruckungskomponenten richten kénnte. 


Bei Flissigkeiten und Gasen ist die Situation wesentlich un 
giinstiger. Da die einzelnen Normalschwingungen hier wegen der Mit 
telung iiber alle réumlichen Orientierungen anstatt der 6 ayo (7) nw 
die beiden Invarianten a (j) und y (7) liefern, stehen bei unsymmetrische1 
Molekiilen zur Bestimmung der 18 (ek —1) unbekannten dp, (k) nu 
2 (3k — 6) experimentell zugangliche Gr6éBen zur Verfiigung. Be 
symmetrischen Molekiilen sind die Verhialtnisse giinstiger; die ago, (R 
konnen jedoch nur in einigen Fallen und auch nur dann berechne 
werden, wenn der die Zahl der unabhangigen ao, (k) erniedrigend 
Einflu8 der Symmetrie voll erfaBt und ausgeniitzt wird. Die der 
Tensorkomponenten do, (k) durch die Symmetrie auferlegten Be 
dingungen, die bisher noch nicht systematisch behandelt wurden** 
sollen daher im nachsten Abschnitt untersucht und vollstandig ange 


* Die Symmetrie des Tensors apg (7) wurde von PLAczEK (loc. cit. 2) ausfiihs 
lich diskutiert. 


** W. F. Epcetr, Journ. Chem. Phys. 18 (1945), 132, kiindigt eine dies 
beziigliche Arbeit an, die aber meines Wissens nicht erschienen ist. 
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geben werden und stellen einen Hauptteil dieser Abhandlung dar. 
Vorher méchte ich jedoch kurz einige Konsequenzen der Formel (3) 
erwahnen, die auch in der Fachliteratur oft iibersehen werden. 

Zunachst sieht man, daB die Intensitat einer RAMAN-Linie eine 
Funktion der Eigenfrequenz »; ist, wobei die Stirke der Abhangigkeit 
auch von dem Verhaltnis /»/k T abhangt. Bei Zimmertemperatur 
und Schwingungen mit einer Wellenzahl »; > 1000 cm! ist dieses 
Verhaltnis groB genug, daB die e-Potenz vernachlassigt werden kann; 
die Intensitat der RAMmAN-Linien ist dann den Eigenfrequenzen ver- 
kehrt proportional, soferne man »; gegen y) im Zahler vernachlassigt. 
Ist dagegen das Verhialtnis h »;/k T klein, dann kann man die e-Potenz 
entwickeln und die Entwicklung nach dem ersten Glied abbrechen, 
wobei der Nenner von Gl. (3) den Wert / »;?/k T annimmt. In diesem 
Fall ist die Intensitat der RAMAN-Linien proportional der Temperatur 7 
und verkehrt proportional dem Quadrat »,;?. Das bedeutet, daB z. B. 
die Intensitat analoger Linien von isotopen Molekiilen auch dann ver- 
schieden ist, wenn die Form der zugehérigen Normalschwingungen 
trotz der verschiedenen Massen gleich ist. (Man denke an die total- 
symmetrische Schwingung von CH, und CD,.) Die Intensitaten solcher 
Linien sollten sich zufolge Gl. (3) und (4), welche die verschiedenen 
Massen der Isotopen enthalt, wie die Eigenfrequenzen verhalten, so- 
ferne anharmonische Effekte keine entscheidende Rolle spielen. Dieses 
Ergebnis der Theorie kénnte experimentell gepriift werden. Auch die 
auffallend geringe RAMAN-Aktivitat der hochfrequenten, entarteten 
Valenzschwingung 7,89 sdmtlicher Tetraedermolekiile, im Vergleich 
zur Aktivitat der entarteten Deformationsschwingungen we 3 und wa, 5,6 )) 
laBt sich vielleicht durch diesen EinfluB der Eigenfrequenz erklaren. 

Die Abhangigkeit der Intensitat der RAMAN-Streuung von der 
Erregerfrequenz y) ist zweifacher Art; einerseits durch den Faktor 
(v) — »;)* und anderseits durch die in Gl. (3) nicht angedeutete Ab- 
hangigkeit der Polarisierbarkeit von v». Diese letztere Abhangigkeit 
impliziert zahlreiche interessante theoretische und _ experimentelle 
Probleme, die jedoch hier nicht behandelt werden sollen. 


3. Die Beziehungen zwischen Molekiilsymmetrie und den 
Polarisierbarkeitsableitungen do, (%). 


A. Allgemeine Bezehungen. 


Die Ableitungen do, (k) der neun Polarisierbarkeitskomponenten vie 
nach den drei Verriickungskomponenten x, (&) des k-ten Atoms bilden 
einen Tensor dritter Stufe, der im allgemeinsten Fall 27 Komponenten 
besitzt. Diese Zahl wird auch schon ohne Beriicksichtigung der 
Molekiilsymmetrie dadurch reduziert, daB die Polarisierbarkeit erster 


Ordnung ‘a =(da/ds (k)) # (t) im Rahmen der Polarisierbarkeits- 
theorie durch einen symmetrischen Tensor dargestellt werden kann’. 
Da das, wie gesagt, unabhangig von der Molekiilsymmetrie fiir be- 
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liebige # (k) méglich ist, muB der Tensor aa jax (k) ebenfalls symmetrisch 
sein und besitzt daher nur 18 verschiedene Komponenten. Da ferner 
jedes der k-Atome, die im Molekiil, bzw. in der Elementarzelle des Kri- 
stalles enthalten sind, durch eine Verriickung aus der Gleichgewichts- 
lage zur Anderung der Polarisierbarkeit beitragt, gibt es insgesamt 
18 Polarisierbarkeitsableitungen, von denen jedoch nur 18 (k — 1) 
voneinander unabhangig sind, da sie ganz allgemein die Invarianzbe- 
dingung 
Docu (k) =0 (9) 
k 
erfiillen miissen*. 

Die Zahl der unabhangigen go, (k) wird im Fall von symmetrischen 
Streuern noch durch gewisse Beziehungen herabgesetzt, die aus der 
Invarianz der dye, (k) gegeniiber den Symmetrieoperationen des Streuers 
folgen. Diese Invarianz ist ihrerseits dadurch bedingt, daB sich die 
Qeou (Rk) definitionsgema8 auf den ruhenden, symmetrischen Streuer 
beziehen. 

Die Symmetrieoperationen sind lineare Transformationen mit 
Gruppencharakter, die durch Transformationsmatrizen TJ dargestellt 
werden kénnen. Mit Hilfe dieser Matrizen transformieren sich Tensoren 
verschiedener Stufe in folgender Weise: 


Ne (R') = SY” Tee’ Xo (k) oder X'(k’) = TX (A) (erste Stufe) 
0’ 


Xoo (b') = ST ST oe Too’ Xero’ (h) oder _ X'(k’) = TX (he) it 
(zweite Stufe) 
(10 b) 


X oon (k') = > D> Dd Tea’ Tac! Tuy’ Xe'a'y' (#) dritte Stufe) (10 c) 


, 


0’ o/ 


eat | 


* Die Invarianzbedingung Gl. (9) erhalt man aus Gl. (4), wenn man die Ver- 


riickungskomponenten e, (2) / mp durch die relativen Verriickungen 


Ae) = —— 
Hp (R’) 
ersetzt. Damit bekommt man aus Gl. (4) 
(1) 


dos = S* Sagoy (A) (1 + Ap (h’ &)] ap (R’) (4 a) 
ed 
k Le 
Da die Polarisierbarkeit apo gegen alle Atomverriickungen invariant ist, bei 
denen die inneren Verzerrungen A, (k’ k) simtlich Null sind — es sind das die 
Translationen 4, (k’) des ganzen Streuers — folgt 
(1) a 
dea = >” S” agou (2) p(k!) = 0. (9 a) 
ko 


Gl. (9 a) gilt fiir beliebige Translationen x, (k’) und ist daher identisch mit Gl. (9). 
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Gleichsetzen von X (k) und X’ (h’) liefert dann die gesuchten Symmetrie- 
bedingungen. Diese Vorschrift wirkt sich verschieden aus, je nachdem 
auf welche Punktsorten sie angewendet wird. Dies soll im folgenden 
naher untersucht werden, 


Jedessymmetrische Molekiil (bzw. Elementarzelle eines Kristalls) kann 
aus% <k Atomen durch Anwendung der Symmetrieoperationen aufge- 
baut werden. Diese Punkte bilden die Basiszelle des Molekiils. Von den 
x-Punkten der Basiszelle liegen die allgemeinen Punkte an beliebigen 
Stellen des Raumes auBerhalb der Symmetrieelemente, wahrend sich 
die restlichen Punktsorten mit Eigensymmetrie auf ein oder mehreren 
Symmetrieelementen befinden. Punkte mit Eigensymmetrie werden 
durch die zugehérigen Symmetrieoperationen in sich selbst iibergefiihrt 
(k’ = k) in Gl. (10), wahrend sie durch die restlichen Symmetrie- 
operationen in Punkte tibergehen, die sich auBerhalb der Basiszelle 
befinden (k ~ k’). Auf diese Weise wird das Molekiil aus den Punkten 
der Basiszelle durch Symmetrieoperationen aufgebaut. Fiir die allge- 
meinen Punkte der Basiszelle liefert die Symmetrie, wie spater be- 
wiesen wird, keine Zusatzbedingungen, so daB jeder von ihnen 18 Kom- 
ponenten do, (x) zur Polarisierbarkeit erster Ordnung des ganzen 
Molekiils beisteuert. Die aus den allgemeinen Punkten der Basiszelle 
durch Symmetrieoperationen erzeugten Punkte des restlichen Molekiils 
liefern jedoch keine weiteren do, (k), da sie mittels der Transformationen 
T aus den do, (%) der Basiszelle mittels der Bedingung X’ (k’) = X (h) 
eindeutig abgeleitet werden kénnen. Dieses Resultat gilt ganz all- 
gemein auch fiir die Punkte mit Eigensymmetrie, so daB grundsatzlich 
nur die Punkte der Basiszelle unabhangige Polarisierbarkeitsablei- 
tungen ergeben. Die Zahl der unabhangigen ayo, (%) ist aber bei Punkten 
mit Eigensymmetrie immer kleiner als 18, da eben die Eigensymmetrie 
diesen Molekiilkonstanten zusatzliche Bedingungen auferlegt. 


Zusammenfassend kann man sagen, daB die Molekilsymmetrie in 
zweierlei Weise vereinfachend wirkt: einerseits durch die Reduktion 
der Basiszelle, dergestalt, daB x/k umso kleiner wird, je hdher die 
Molekiilsymmetrie ist und anderseits durch die Reduktion der Zahl 
der unabhangigen do, (~) mit Eigensymmetrie, die ebenfalls mit steigen- 
der Eigensymmetrie immer wirksamer wird. Die Molekiilsymmetrie 
hat auch noch eine dritte, indirekte Wirkung im Zusammenhang mit 
der Invarianzforderung (9), die sich aber nicht so giinstig auf die Zahl 
der unabhangigen dyo, (k) auswirkt. Diese Invarianzforderung, die ja 
18 unabhangige Polarisierbarkeitsableitungen beseitigt, wird namlich 
des 6fteren auch schon durch die Bedingungen der Molekiilsymmetrie 
erfiillt, so daB sie dann keine zusatzliche Vereinfachung mehr mit sich 
bringt. Eine korrekte Beriicksichtigung der Invarianzbedingung (9) 
ist sehr wichtig, da sie oft entscheidend fiir die Méglichkeit ist, die Zahl 
der unbekannten dy, (k) auf die Zahl der experimentellen Bestimmungs- 
stiicke herabzudriicken. Beziiglich des Einflusses der Bedingung (9) 
erhalt man folgendes Resultat: 


Acta Physica Austriaca. Bd. VII/3. 15 
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a) Die Invarianzbedingung (9) eliminiert alle nicht verschwindenden 
Gpon (8) jenes Punktes, der dieselbe Eigensymmetrie wie das gesamte 
Molekiil hat (é-Punkt). Sind mehrere solche Punkte vorhanden, dann 
wird nur einer als 6-Punkt gezahlt. 

Diese Behauptung laBt sich aus folgenden Satzen ableiten: 


b) Fiir jene doo, (k), die beim 6-Punkt aus Symmetriegriinden ver- 
schwinden, ist Gl. (9) ebenfalls aus Symmetriegriinden immer erfillt. 


Beweis: Man betrachtet zunachst ein Molekiil, das nur ein p-zahliges Symmetrie- 
element besitzt und dessen Basiszelle nur aus einem allgemeinen Punkt und even- 
tuell auch aus 0-Punkten besteht. Das ganze Molekul enthalt dann p allgemeine 
Punkte, deren 18 ~ doo, (p) durch die 18 agcy (x) des allgemeinen Punktes der 
Basiszelle eindeutig festgelegt sind. Ist nun ein bestimmtes ago, (a) der gedachten 
oder wirklich existierenden d-Punkte Null, dann ist Gl. (9) nur dann erfillt, wenn 


Sac, (P) = 0 (11) 


4 


P 
ist. 

Dies ist wegen der linearen Abhangigkeit aller doggy (P) VOM Agcy (%) der Basis- 
zelle nur dann moglich, wenn entweder die dg, (p) alle Null sind oder wenn die 
Symmetriebedingungen mit der Invarianzbedingung Gl. (9) identisch sind. Von 
diesen beiden Méglichkeiten ist blo8 die letztere physikalisch sinnvoll, da Gl. (9) 
nur eine Aussage tuber die Invarianz der Polarisierbarkeit gegeniiber starren 
Translationen des Streuers enthalt und keine Bedingungen fiir die Absolutwerte 
der Qgoyu(k) implizieren kann, die iiber die Forderungen der Symmetrie hinaus- 
gehen. Damit ist Satz b) fiir das einfachste symmetrische Molekiil mit einem 
Symmetrieelement und einem allgemeinen Basis-Punkt (eventuell auch 6-Punkt) 
in der Basiszelle bewiesen. Setzt man nun kompliziertere Molekiile aus lauter 
derartigen Grundmolekiilen zusammen, dann folgt Satz b) ganz allgemein*. 


c) Fiir jene ago, (k), die beim 6-Punkt nicht verschwindende Werte 
haben, ist Gl. (9) niemals schon aus Symmetriegriinden erfiillt. 


Beweis: Da der wirkliche oder gedachte 6-Punkt durch alle Symmetrie- 
operationen des Molekils in sich selbst tibergeftihrt wird, kann die Anwendung 
der Gl. (10) niemals Beziehungen zwischen den agg, (6) und den doo, (k) der rest- 
lichen Punkte des Molekils lefern. Insbesondere kénnen die Transformations- 
gleichungen (10) auch keine Beziehung der Form (9) enthalten. 

Aus b) und c) folgt, daB die Invarianzbedingung (9) fiir alle jene, aber nur 
fiir jene dgoy(k) eime zusatzliche Bedingungsgleichung liefert, die beim 6-Punkt 
endliche Werte haben. Da es diese Bedingungsgleichungen erméglichen, samtliche 
Aeon (0) 2u eliminieren, ist b) und c) identisch mit a), womit dieser Satz bewiesen ist. 


* Bei geradzahligen Symmetrieelementen laBt sich Satz b) leicht anschau- 
lich verstehen. In diesem Fall kommt das Verschwinden der ago, (6) des d-Punktes 
immer dadurch zustande, da die Transformationsgleichungen (10) die Beziehung 
Agon (0) =— Agon (0) ergeben, welche nur durch Goon (0) = 0 befriedigt wird. Bei 
allgemeinen Punkten, bei denen auch der Atomindex k in k’ transformiert wird, 
bedingt das, daB sich die ago,(k) der Atome k und k’ paarweise aufheben. 
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Um die Zahl der unabhangigen ayo, (k) einfach bestimmen zu 
k6énnen, bendtigt man noch einen Hilfssatz, der zum Abschlu8 der all- 


gemeinen Symmetriebetrachtungen abgeleitet werden soll. Der Satz 
lautet: 


d) Ein Symmetrieelement kann immer nur solche dgo,(k) zum Ver- 
schwinden bringen oder von anderen ap’o’,’ (k) abhangig machen, die 
zu Punkten auf diesem Symmetrieelement gehéren. Umgekehrt kénnen 
die go, (k) die zu allgemeinen Punkten gehéren, aus Symmetrie- 
griinden niemals Null oder von anderen dp’o’,’ (k) des gleichen Atoms 
abhangig werden. 


Beweis: Symmetriebedingungen fiir die ago, (k) ergeben sich ganz allgemein 
aus Beziehungen der Form (10c), bei denen der Atomindex (k) unverandert 
bleibt. Solche Beziehungen sind jedoch nur bei Punkten mit Eigensymmetrie 
méglich, die durch die Symmetrieoperationen in sich selbst tibergefiithrt werden, 
oder bei allgemeinen Punkten dann, wenn es auBer der Identitat noch andere 
Symmetrieoperationen gibt, die den Atomindex (f) ebenfalls unverandert lassen. 
Einfache Symmetrieoperationen dieser letzteren Art gibt es aber nicht, da dann 
der invariante Punkt per definitionem kein allgemeiner Punkt, sondern ein Punkt 
mit Eigensymmetrie ware. Zusammengesetzte Symmetrieoperationen scheiden 
aber wegen ihres Gruppencharakters aus, demzufolge jede Aneinanderreihung 
von Symmetrieoperationen mit einer einfachen Symmetrieoperation der Punkt- 
gruppe identisch ist. Es bleibt somit nur die Identitat tiber, die (k) invariant 
1aBt, aber niemals zu Bedingungen der Form (10 c) fiihren kann. Diese Fest- 
stellung ist aber identisch mit der Behauptung d), womit dieser Satz bewiesen ist. 


B. Speztelle Ergebnisse. 


Die Symmetrieoperationen endlicher Punktgruppen lassen sich 
durch die folgenden Transformationsmatrizen darstellen*: 


Tabelle 1. Die Transformationsmatrizen der Symmetrieoperationen. 


a) Das Symmetriezentrum 1. 


|\—1 0 
Pater rea th 
Pear, a 


b) Symmetrieebenen. 


Die Symbole o, o., a , a bezeichnen die Symmetrieebenen der 
Punktgruppen mit drei-, vier- und sechszahliger Hauptachse C* und 
der Tetraedergruppe, die nicht mit den Koordinatenebenen zusammen- 
fallen. 


* Die Bezeichnung der Symmetrieelemente und Punktsorten ist mit wenigen 
Ausnahmen die von K. W. F. Konrrauscu, Der SMEKAL-Raman-Effekt, Erg. 
Bd., Berlin, Springer 1938. 

15* 
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c) Symmetrieachsen. ; 

Die Symbole C}', Cy’, Cy’, Cs’ bezeichnen die /-zahligen 
Drehachsen der Punktgruppen mit drei-, vier- und sechszahliger Haupt- 
achse C* und der Tetraedergruppe, die nicht mit den Koordinaten- 
achsen zusammenfallen. 

Die eben angegebenen, zu den einzelnen Symmetrieoperationen ge- 
hérenden Transformationsmatrizen findet man leicht mit Hilfe von 
Gl. (10 a), da man die Wirkung von Symmetrieoperationen auf Orts- 
vektoren durch die unmittelbare Anschauung erkennen kann, 

Wie schon im vorigen Abschnitt A gesagt, wird die Zahl der unab- 
hangigen dc, (%) von Basispunkten mit Eigensymmetrie durch Zusatz- 
bedingungen der Art ago, (x) = 0 oder der Form (10 c) reduziert. Im 
einzelnen gelten die folgenden Beziehungen: 


; da. Now Zahl der unabhangigen doy (*) al 
ax(k)’ “  Basispunkten mit Eigensymmetrie/ © 


Tabelle 2. Die Polarisierbarkeitsableitungen von Basispunkten mit 


Eigensymmetrie. 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
2) ee ae 0 0 0 0 0 0 ; Na=0 
0 0 0 
0 Gye O38 Qo, 9 0 G3, 0 0 
Ox) a = 0 ggg Agog O — Gy32 33 | Na’ = 10 
0 G33 A333 
41 O js 0 dye (O Gg, 0  Ays3 
Oy) a = Gg, 0 Gaps Otay Os Na 
G33, O  Aggg 
1 G2 O90 G21 Ay. «=~ 0 0  ays3 
Of) GS Gon} Og99 0 0 0 Goss | 5 Not = 10 
A331 A332 «O 
4 O31 Ag y48 O01 G01 123 431 32 133 
I Qyy2 yy A138 Qi32 Gy31 Ay33 |} ~Na’ = 10 
331 A331 A333 
4 G11 G2 As 91 —y21 A123 131 G32 ss 
02) a’ = A112 M11 A13 O32 %31 —Ay33 | + Na’ = 10 
331 —O331 Ogss 
T 411 Ay2 Ay G21 Gieq Ayo3 131 se 431 
03) a = Ago, Ag99  Aga1 Gog Ay22 yq1 | «= Na’ = 10 
G3 S12 11 
T 411 Aig Ay13 O91 e2 Ayes 31 32 —Qys1 
04) a = G01 Age —Age1 Qyag —Ayg2 Ayq) | 3 Na’ = 10 
0433 Ay12 —Ay31 
111 M12 Ay O19; G99 Ay93 G91 193 A202 
05) a’ = G21 A209 Ages 3, Gage age |} Na’ = 10 
321 Agog goo 
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au 


O11 


Ay12 —Ayy2 
0 O 
Qi2 +~O 
0 ays 
G12 Ay 
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0 ay 
0 a3 
0  4ay13 
0 0 
G12 G13 
G12 A113 
Qi2 A113 
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Gy12 A113 
O11g A113 


[21 Ayg2 Ay23 
A321 Agee Ages 
O  Gye2 Ayes 
Qg9) 0 0 
Gyo, 0 Ayes 


O ay. OO 


0 0 A193 
Qy12 0 0 
0 —Gy12 G13 
0 0 0 
0 0 ay 
0 0 0 
0 0 ans 
0 0 0 
0 0 ays 
0 0  Ayeg 
0 0 —ay3 
0 0 0 
0 0 0 
Gyo Aq, 9 
Gye F411 —A13 


4432 —Gy11 “A113 
Gy21 Gy22 A123 
413 Gin 112 
G21 G22 Ayo 
Gis —4411 Ar 
Gy21 Gy22 A123 

413° 4y31 “A112 
Gyo. FAyo2 Ay93 


Gii3 A411 —@i12 


F121 Aya3 
331 Agge 
A291 —Age3 

0 Age 
Qz3, OO 
A331 

QO Aygo 
Gs3, 0 

0  Agg9 
%31 Ay32 
Ge31 Gaze 

0 0 
131 432 

A132 A131 

0 0 
131 Qy32 

A432 Ay31 

0 0 
G13, A132 
Qy32 A131 

0 0 
131 132 

—Gy32 «131 

0 0 
G31 A132 
A329 —A131 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 
331 432 

439 —A131 
331 331 
G31 132 
Q432 —Ay131 
A331 —O331 
Ay99 A493 
Gog Ay21 
Qe F113 


Gy29 
Gog —Ay01 
Gig A113 


Q193 — 


Ay22 
Ags 
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133 
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Die doy (#) von Basis- 


2 $ 3 “punkten mit Eigensymmetrie 
Ry aS = Ee = o wurden deshalb _ vollstandig 
= angefiihrt, da ihre Ermittlung 

B é 3 & 8 besonders bei ungeradzahligen 

E Ss s ] fe Symmetrieelementen oft eine 
— — —— ziemlich langwierige Rechen- 

z | = arbeit erfordert, die durch 

tne a [lee Beniitzung der Tab. 2 ver- 

5 a ee 5 ar mieden werden kann. Die 
J} Ses a) = fas oe restlichen go, (k) von Atomen 
E e auBerhalb der Basiszelle sind 

Sea | dagegen mit Hilfe von Gl. 

Z ean (10 c) und den Transforma- 
S E cS “ tionsmatrizen der Tab. 1 der- 
ale aioe SS art einfach aus den do, (x) 
= | [= | der Basiszelle zu bestimmen, 
daB sie aus Griinden der 

oan a Platzersparnis nicht eigens 
So 3 angegeben wurden. Dies um- 
Lay, a | a somehr, als sie zur Beantwor- 
| tung der allgemeinen Frage, 

5 e 2 ~ wieviel unbekannte und un- 
= 3 Hes 3 abhangige ayo, (~) den experi- 
‘ Pe eee mentell bestimmbaren a (7) 
= To und y(j) in den einzelnen 
[ro Ee Symmetrieklassen gegeniiber- 
a es e stehen, nicht notwendig sind. 
ames et oer. <n Diese wichtige Frage kann 
- [ee E ohneweiters mit Hilfe der 

a 1 — | Tab. 2 beantwortet werden. 
ane as = : Man muB dabei beachten, daB 
| <3 min " bei Punkten, die auf mehreren 

go [i Ses Symmetrieelementen _ liegen, 

© is ES + sdmtliche Symmetriebedingun- 
a sin 8 gen erfiillt sein miissen, wo- 
Se ; ine bei dann gelegentlich noch 

| =e mehr oy (%) Null werden, 

2 s als von den einzelnen Sym- 
o av metrieelementen fiir sich allein 
= S gefordert wird. Man betrachte 

x z. B. einen auf der vier- 
3 e zahligen Achse_ befindlichen 
1 0 4 Punkt eines Molekiils der 

3 | Il Symmetrie Da. Da hier die 
eS = = vierzahlige Achse auch Dreh- 

O © spiegelachse ist, miissen die 


verre N t 
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Ogou (x) Sowohl die Bedingungen C4 als auch $4 von Tab. 2 erfiillen. 
Nun gilt aber zufolge C4 : a,)3 = Og93 und zufolge S4: 0443 =— O93; 
das ist aber nur unter der Bedingung ayy3 = dy93 = 0 miéglich. 
Beriicksichtigt man solche iiber Tab. 2 hinausgehenden Forderungen 
einer ,,mehrfachen Eigensymmetrie‘’ von Basispunkten und die 
Invarianzbedingung (9) in der Form des Satzes a) auf S. 226, dann er- 
halt man fiir die Anzahl Nw der unbekannten ago, (x) und fiir die 
Zahl N* der experimentell bestimmbaren und von Null verschiedenen 
a(j) und y (7) folgendes Resultat*: 


Tabelle 3. Die Zahlen Ny und N* fiir die einzelnen Symmetrieklassen. 


Bei jeder Symmetrieklasse sind in der obersten Zeile das Symbol und die 
Symmetrieelemente der betreffenden Klasse angegeben, wobei die unterstrichenen 
Elemente als bestimmend angesehen werden kénnen. Die Bezeichnungen der 
Punkte mit m (allgemein), s (auf Symmetrieebene), c (auf Symmetrieachse), 
6 (auf allen Symmetrieelementen) ist die gleiche wie bei KoHLRAUSCH (s. FuBnote 
auf S. 227). 


Systeme mit einzahliiger Symmetrieachse. 


1. C,; kein Symmetrieelement. 
Na’ = 18 (m—1), 
N* = 2(3m—6). 

Pu Cipz, = C,; Oz. 
Na’ = 18m + 10s,—10, 
N* = 9m+5s,—9. 


Systeme mit zweizahliger Symmetrieachse.. 


. z zy F 
3. Dap, = Vai Ca, Cz, Ca, Ox, Oy, Oz = Oh 1. 


Na’ = 18m + 10s, + 10 sy + 105, + Sey + Sey + 5 Cz, 
N* = 15m+ 8s, + 8sy+ 85+ 46, + 4¢y + 40, —3. 


40D, = Vi'°Cy Co, Ch. 


Ngo 18m + 8c, + Bly + Bez, 
N* =15m+4+ 7¢,+ Tey + Te, + 36—6. 


2 
5. Cay; Co, Ox, Oy- 


No = 18m + 10s, + 10 sy + 5c, —5, 
N* = 15m + 8s, + 8s, + 4c, —T. 


* Die N* wurden aus den Tabellen von K. W. F. Koutrauscu (loc. cit. 
FuBnote auf S. 227) nach der Formel N* = 2 p + dp bestimmt. Hier bedeutet p 
die Zahl der polarisierten Raman-Linien, die bei Polarisationsmessungen zu- 
folge Gl. (6) je zwei Bestimmungsstiicke a (7) und y (7) liefern, wahrend dp die 
Zahl der depolarisierten Raman-Linien darstellt, die nur je ein Bestimmungs- 
stiick y (j) zur Verfiigung stellen. 
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3 . 
6. Con; Co, 6; = op, 2. 


No’ = 18m + 105s, + 8 ez, 
N* = 9m+5s,+ 4¢,— 4. 
TS ot C7 


Na’ = 18m, 
N* = 6m—6. 


UO cy 
eee 18m + 8c, — 8, 
N* = 9m-+ 4c, —8. 
Systeme mit dreizahliger Symmetrieachse. 
Grater Cs, Ca? Ce op Dele aap 


No! = 18m + 10 sy + 105 + 105, + 5c, + 5a? + 3 &, 
N* = 18m-+ 10s, + 105?+ 10s, 4 Sey +5e3+ 4c, + 6—2. 


iy, IoPLOn te oo 


No’ = 18m + 8c, + 8c? + 5c, 
N* = 12m+ 5cey,+5c3 + 4c, + 5—2. 


(sie Gays C3, Ox, 203. 


N,’ = 18m + 10s, + 10s? + 3c,—3, 
N* =12m+ 7s,+ 753+ 3c,—4. 


z 
12. Can; C3, Oo, = op. 


No’ = 18m + 10s; + 5 cz, 
NE SD ast Agere. 


I nO. Ce 
Na’ = 18m 5 ¢, —5, 
N* = 97 —- Sic, — 6: 
Systeme mit vierzaihliger Symmetrieachse. 
4 
WED As SacCance Cs, Capt On ae Oy, 2o*, a, = oy, % 


No’ = 18m + 10 sy + 10s* + 10s, + 5ey + 54 + 3 cy, 
N* = 18m+ 10s, + 1054+ 10s, + 5ey+ 5c4+ 3c, — 1. 


Tome eCs, Co, Ca, Co, 20x 


Na’ = 18m + 8c, tg 8c! + 4¢;, 
N* = 18m + 8c, + 8c4+ 4c, + d—2. 


16. Va = Dea = S4u3 Sa Co, Cy, Cs. 20%. 


Na’ = 18m + 1054 + 8cy + 3 cy, 
N™ = 18m + 10s4+ 8c, + 5c, + 26—3. 


17. 


18. 


19. 


20. 


al. 


22. 


25. 


24. 


25. 


26. 


21. 
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z z 
Cay; C4, Co, Ox, Oy, 20%. 


Nea= 18 m + 10 sy + 10 s# + 3¢; — 35, 
N* = 18m-+ 10s, + 10s4 + 3c,—4. 


& z . 
Can; Sa, C4, 0; = Op, 1. 


Na’ = 18m + 10s, + 4c, 
N* =12m + 7s, + 3¢,—3. 


z 
S43 Sa, Co 
Na’ = 18m + 4¢;, 
NOt 4c Ol 5: 


C04, Cy 


Na’ = 18m + 4c, —4, 
NS 12m + 4c,—6. 


Systeme mit sechszahliger Symmetrieachse. 
z z z aie) 6 6 : 
Den; Ce, C3, Co, Ca, Ca, 4 Co, Ox, Oy, 4G”, Oz = Gp, 2. 


Na’ = 18m + 10sz + 105° + 10s, + 5c, + 58 + 2G, 
N© = 189 10534 108°} 101s, 5c, 2 5cos3¢,— 1. 


Dg: Ce, C3, C2, C2, Ch, 4Ce. 
Na’ = 18m + 8c, + 8c®§ + 4c, 
N* = 18m-+ 8c, + 8c®§ + 4c, + d—2. 
6 Fi 
Daa = Seu; S6 C3, C2, 2 C2, dy, 20%, i. 
Na = 18m + 105° + 5c, + 3c, 
N*¥ =12m™+ 758 + Bey + 3¢,—1. 
CEu; Ce & Co Ox, Oy, 4 o8, 
Na = 18m + 10s, + 10s + 3c¢,—3., 
N* =18m-+ 10s, + 1086+ 3e,—4. 
v4 Zz z s 
Cen; CE, C3, Co, 0; = Op, 1. 


Ni’ = 18m + 10s, + 4¢,, 


N* = 12m -+ 7s, +-3:6;— 3. 


C33 => S¢; Se C3, Ob 


Na = 18m + 4c, 
N* = 9m+4+3c,—3. 


Ce Cn Gs, Cn 


Na’ = 18m + 4¢,—4, 
N* = 12m -— 3 6, —6. 
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OA | IDegae Cray Ue 


No! = 463, 

N*¥ = 3 ¢,— 1. 
Do (Corns Gear 

Na = 4¢,—4, 

INGS = Sy, 


Kubische Punktsysteme: Tetraedergruppe. 


it TP 
B00 Ty eOare mn Ca.4bs,06.: 


T ap 
Na’ = 18m + 10s° + 4¢3 + 5ey, 
N* = 18m + 10s? + 402 + Sey + 6—t. 


Aus Tab. 3 ergibt sich, daB Nq nur bei den Punktgruppen Dgz;, Va, 
De, und Tq kleiner oder gleich N* ist. Das bedeutet, daB nur bei Mole- 
kiilen dieser Symmetrie die unbekannten dg, (k) eindeutig aus den 
experimentell bestimmten a(j) und y (7) ermittelt werden k6énnen. 
Praktisch bleiben fiir eine solche Berechnung nur die Tetraedermolekiile 


wie CH, oder SOq, die Molekiile von der Form des NO 3-Ions und 
eventuell Benzol und NH, tiber, wenn man bei letzteren die entspre- 
chenden Deuteroverbindungen mitberiicksichtigt. Benzol allein ist 
deshalb nicht ausreichend, da bei der Punktgruppe De, Na nur dann 
gleich N* ist, wenn das Molekiil ein Atom auf der sechszahligen Achse 
auBerhalb des Symmetriezentrums besitzt. Solche Molekiile gibt es 
kaum, genau so wenig wie Molekiile der Symmetrie Vz, wenn man von 
allen absieht. Das gleiche gilt fiir die nichttetraedrischen Gruppen 
kubischer Symmetrie, die ebenfalls unter den bekannten Molekiilen 
kaum Vertreter besitzen und daher aus Platzmangel nicht in die Tabellen 
aufgenommen wurden. Ebenfalls aus Raummangel blieben auch die 
unendlichen Punktgruppen der Kristalle in den Tabellen unberiick- 
sichtigt, obwohl gerade bei Kristallen, wie schon in Abschnitt 2 erwahnt, 
N* meistens groéBer als Nw ist. Da dieser Umstand nicht nur eine Be- 
rechnung der ago, (k), sondern auch eine Kontrolle der linearen Polari- 
sierbarkeitstheorie erméglicht, sind die Symmetriebedingungen bei 
unendlichen Punktgruppen natiirlich besonders wichtig. Sie kénnen 
mit Hilfe der in Abschnitt 3 A angegebenen Regeln jederzeit fiir den 
Einzelfall abgeleitet werden. 


Die Koerzitivkraft von Feinstpulver-Pre8magneten auf der 
Basis Eisen—Kobalt*. 


Von 


F. Lihl, Wien. 


Aus dem Institut fiir anorganische chemische Technologie der Technischen 
Hochschule Wien. 


Mit 6 Abbildungen. 
(Eingelangt am 18. November 1952.) 


Durch Reduktion von leichtzersetzlichen Eisenverbindungen, wie 
Eisenformiat, Eisenoxalat, bei Temperaturen um 300° C werden 
bekanntlich sehr feinkristalline Pulver mit pyrophoren Eigenschaften 
erhalten, die, in Formen verpreBt, nach Magnetisierung Permanent- 
magnete hoher Koerzitivkraft ergeben. Die magnetischen Kennziffern 
Koerzitivkraft, Remanenz und Energiewert sind dabei, wie in einer 
friiheren Arbeit! gezeigt werden konnte, einerseits vom Reduktionsgrad 
des Pulvers, andererseits aber auch von der Reduktionstemperatur 
abhangig. Ein gleicher Reduktionsgrad, d. h. ein gleicher Gehalt an 
metallischem Eisen, bei verschiedenen Reduktionstemperaturen liefert 
verschiedene magnetische Werte. Ferner ist auch der PreBdruck bei 
der Herstellung der Formk6rper von wesentlichem EinfluB. 

Die hohe Koerzitivkraft der Feinstpulver, deren Kristallabmessungen 
in der GréBenordnung von 100 Gitterkonstanten legen, kann nach 
L. N&éeE1? durch die Kristallanisotropie einerseits und die Gestalt- 
anisotropie des Korns andererseits bedingt sein, wobei fiir Eisen der 
letztere EinfluB so stark iiberwiegt, daB er praktisch allein maBgebend 
ist. Theoretisch sollte man im Fall unendlicher Verdiinnung, also bei 
Ausschaltung sémtlicher Wechselwirkungskrafte zwischen den einzelnen 
Teilchen gemaB 

H, = 0,262 Js (1) 


auf der Basis Reinsteisen Permanentmagnete mit einer Koerzitivkraft 
von 1400 Oersted herstellen kénnen. Wenn man auch durch besonders 
sorgfaltige Gewinnung der Pulver Werte fiir die Koerzitivkraft tber 


* Herrn Professor Dr. Vicror F. Hess zum 70. Geburtstag gewidmet. 
1 F. Linz, Acta physica Austriaca 4 (1950) 360—379. 
2L. N&éeEL, C. r. 224 (1947) 1488—1490; C. r. 224 (1947) 1550—1551. 
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1000 Oersted erreicht hat?, so spielen doch bei der praktischen Her- 
stellung der PreBmagnete die Wechselwirkungskrafte zwischen den 
Kornern eine solche Rolle, daB die erzielbare Koerzitivkraft wesentlich 
unter dem theoretischen Wert liegt. Dem Einflu8 der Wechselwirkung 
trug L. N&EL durch Einfiihrung eines Faktors 
d 

x= 1— a (2) 
Rechnung, worin d, die Dichte des massiven Metalls und d die Dichte 
des PreBlings unter alleiniger Beriicksichtigung der rein metallischen 
Anteile bedeuten. Falls fiir die Koerzitivkraft nur die Gestaltaniso- 
tropie der Kérner maBgebend ist, erhalt man schlieBlich unter Einbe- 
ziehung des Faktors x fiir die Koerzitivkraft den Ausdruck: 


w= 026-x-(1—4)j. (3) 
dy 


Die lineare Abhangigkeit der Koerzitivkraft von x ist experimentell 
ausgezeichnet bestatigt?.  Allerdings wird bei Extrapolation der 
Koerzitivkraft auf den Fall unendlicher Verdiinnung (d — 0) nie der 
theoretische Héchstwert erreicht. Bei normaler Pulverherstellung er- 
zielt man kaum die Halfte des theoretischen Wertes (bei Eisen ungefahr 
600 Oersted), nur in Ausnahmefallen kam man dem Grenzwert bis auf 
15% nahe. Die Ursache fiir die niedrigeren experimentellen Werte 
liegt darin, daB bereits im lockeren Pulver Zusammenballungen von 
Ko6rnern auftreten, so daB die der Ableitung zugrundegelegte rotations- 
elliptische Form der K6rner in praxi nicht streng realisiert werden kann. 

In der erstzitierten Abhandlung des Verfassers wurde auch iiber 
einige orientierende Untersuchungen an aus Eisen-Kobalt-Legierungs- 
pulvern hergestellten PreBmagneten berichtet und analog den bei GuB- 
magneten bekannten Erscheinungen eine Erhodhung der magnetischen 
Harte mit dem Kobaltgehalt festgestellt. Uber eingehendere Unter- 
suchungen des Verlaufes der magnetischen Kennziffern, insbesondere 
der Koerzitivkraft, in Abhangigkeit vom Kobaltgehalt und Reduktions- 
grad sei im nachfolgenden berichtet. Vorliegende Arbeit stellt somit 
eine Erganzung friiherer Untersuchungen dar. 

Wie bei der Reduktion von Eisenformiat, entsteht auch bei der 
thermischen Behandlung von Eisen-Kobaltformiat-Mischkristallen im 
Wasserstoffstrom bei Temperaturen um 300° C ein sehr feinkristallines, 
pyrophores Legierungspulver®, welches, abhangig von den Reduktions- 
bedingungen, auBer metallischen auch oxydische Anteile enthalten kann. 
Dieses Oxyd besitzt, zumindest bei Pulvern mit 0 bis 20°% Koballt, 
Spinellstruktur (y—MeO)*%. Da _ Kobaltformiat bei niedrigeren 


oo; Wet, ©. 31.225) (11947) 229—950. 

4L. Wer, C. r. l. c., F. Linz, Acta physica Austriaca 1. c. 

Cok Linn, Metall > (1951s 1801070. 

6 F. Lint, Monatshefte f. Chemie 81 (1950) S 632—646; F. Liat, H. WaGNER 
u. P. Zemscu, Zeitschr. f. Elektrochemie 56 (1952) 619 — 624 
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Temperaturen zersetzt wird als Eisenformiat und auBerdem zum Unter- 
schied von letzterem bereits bei der Zersetzung weitgehend die me- 
tallische Form annimmt, wiirde der SchluB naheliegen, daB auch die 
Reduktion von  Eisen-Kobaltformiat-Mischkristallen bei  gleichen 
Reduktionsbedingungen umso vollstaéndiger verlauft, je hoher der 
Kobaltgehalt liegt. Diese GesetzmaBigkeit gilt, wie die Untersuchungen 
zeigten, wohl fiir den Beginn der Reaktion, jedoch nicht allgemein. 
In Abb. 1 ist gemaB Tab. 1 fiir Eisen und drei Eisen-Kobalt-Legierungs- 
pulver die Abhangigkeit des Reduktionsgrades von der Reduktionszeit 
wiedergegeben. Die Reduktion des Formiats erfolgte bei 350° C, die 
Strémungsgeschwindigkeit des Wasserstoffs betrug 3,3 cm3/g- sec. 


700 : ; 


& 
8 


S 


Reduktonsyred/n Prazenten 
t 
S 


oO 50 700 750 200 250 
Reduktionszelt in inuten 4 


Abb. 1. Abhangigkeit des Reduktionsgrades von der Reduktionszeit ftir Eisen- Kobaltformiat-Mischkristalle 


Kurve I: Q % Kobalt Kurve III: 26,5 % Kobalt 
Kurve II: 10,5 % Kobalt Kurve IV: 36,4 % Kobalt 


Wie die Kurven erkennen lassen, erfolgt der Anstieg des Reduktions- 

grades mit der Zeit zunachst umso steiler, je hédher der Kobaltgehalt 
des Pulvers liegt. Nach Durchlaufen eines gemeinsamen Schnittpunktes, 
entsprechend einem Reduktionsgrad von 70%, jedoch ist die entgegen- 
gesetzte Tendenz festzustellen; mit steigendem Kobaltgehalt werden 
die Kurven immer flacher. 
_» Aus den so erhaltenen halbmetallischen Pulvern wurden mit einem 
PreBdruck von 7,5 to/cm? Stabchen der Abmessungen 4 x 4 x 40 mm 
hergestellt. Die Verwendung einer sehr prazisen, zerlegbaren PreBform 
gestattete ein Verpressen ohne Bindemittel. Die Versuchsbedingungen 
waren somit gegeniiber den friiheren Untersuchungen verschieden. 

Die magnetischen Messungen, vorgenommen nach der ballistischen 
Joch-Spannungsmesser-Methode, lieferten das in Tab. 1 zusammen- 
gefaBte Ergebnis. 


Acta Physica Austriaca. Bd. VII/3. 16 
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Tabelle 1. - 
Kobaltgehalt | Reduktions- | Reduktions- Dichte d. H Br G 
des Pulvers zeit grad PreBlings TRG ; 
Prozent Minuten Prozent g/cm? Oersted GauB erg/cm 
0 30 25,8 3,0 = =F =~ 
60 73,5 3,8 342 27350 10 730 
120 81,7 3,9 350 3050 13 600 
240 83,8 4,0 290 5200 11 500 
10,5 tS 24,7 3,1 570 2000 | 12250 
30 61,0 3,6 613 3890 =| 28000 
120 79.0 3,9 400 (445) 4350 23 050 
240 80,9 3,9 367 4380 21 200 
26,3 15 34,9 3,5 697 2560 18 000 
30 65,9 i 3,7 660 j 4100 30 650 
120 73,0 3,9 588 5095 38 800 
240 15) 4,0 535 4670 30 100 
36,4 10 24,0 _ 3,2 650 1630 9 580 
15 46,6 3,9 670 2675 .| 18180 
30 67,8 3,8 695 | 4770 -| 40350 
120 70,9 3,9 655 | 5000 | 43 100 


* Dieses Stabchen war beim Aufbringen der Wicklung gebrochen, so daB 
keine Messungen vorgenommen werden konnten. 


Aus der graphischen Darstellung der Abhangigkeit der Koerzttiv- 
kraft ;H, von der Reduktionszeit (Abb. 2) folgt in Ubereinstimmung 
mit den Ergebnissen fritherer Messungen, daB die Koerzitivkraft durch 
Zusatz von Kobalt eine ganz bedeutende Steigerung erfahrt. Das 
Maximum der Koerzitivkraft innerhalb eines Kurvenzuges steigt bei 
den gegebenen Herstellungsbedingungen der Pulver und PreBlinge mit 
der Hohe des Kobaltgehaltes gema8 Abb. 3 sehr steil an, liegt bei der 
Legierung mit 10,5°% Kobalt bereits um 75% héher als bei Reineisen 
und erreicht bald darauf den ungefaéhr doppelten Wert, der sich dann 
bei noch weiterer Steigerung des Kobaltzusatzes nicht mehr andert. 
Der Abfall der Koerzitivkraft rechts vom Maximum nimmt mit dem 
Kobaltgehalt des Pulvers zunachst an Steilheit zu, dann jedoch wieder 
ab. Dieses Ergebnis steht durchaus in Einklang mit friiheren Unter- 
suchungen, 

Bemerkenswert ist, wie durch Vergleich der Abb. 1 und 2 hervorgeht, 
die Abhangigkeit der Lage des Koerzitivkraft-Héchstwertes vom Reduk- 
tionsgrad der Pulver. Wahrend bei Reineisen das Maximum der 
Koerzitivkraft einem Reduktionsgrad von 75% entspricht, liegt dieses 
fiir die PreBlinge mit 10,5°%, Kobalt bei einem Reduktionsgrad von 
55%, fiir die PreBlinge mit 26,5°% Kobalt noch tiefer bei 35° und fiir 
die Legierung mit 36,4°%, Kobalt wieder héher bei 70%. Dieses 
Maximum wird ferner bei mittleren Kobaltgehalten bereits nach sehr 
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kurzer Reduktionszeit erreicht, beispielsweise bei 26,3°/, Kobalt schon 
nach 10 bis 15 Minuten. Die Lage des Koerzitivkraft-Maximums ist 
also in sehr bedeutendem MaBe von der Zusammensetzung des Le- 
gierungspulvers abhangig. 


600 
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We 0 Cersted 
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o 50 700 750 200 250 


heduktionszelt in (tinier 


Abb. 2. Koerzitivkraft vB von PulverpreBlingen in Abhangigkeit von der Reduktionszeit der Pulver fiir 


verschiedene Kobaltgehalte 
Kurve I: Q % Kobalt Kurve III: 26,3 % Kobalt 
Kurve II: 10,5 % Kobalt - Kurve IV: 36,4 % Kobalt 


Man erkennt ferner durch 
Vergleich der Kurve 1 der 
Abb. 2 mit den Kurven der 
friiheren Arbeit’, daB die Lage 
des Koerzitivkraftmaximums 
beziiglich des Reduktionsgrades 
nicht dieselbe ist (75% gegen- 
liber 65% bei den friiheren 
Untersuchungen). Daraus geht 


nun weiter hervor, daB die Lage a 70 20 30 40 
dieses Maximums von den Her- Prozente Kobelt 
stellungsbedingungen der Pulver Abb. 3. Abhangigkeit des Koerzitivkraft-Maximums 
und der PreBlinge abhangt. vom Kobaltgehalt der PreBlinge. 


Einerseits diirfte die Str6mungs- 
geschwindigkeit des Wasserstoffs, bezogen auf Gewichts- und Zeiteinheit, 
von Bedeutung sein, andererseits scheinen aber auch die PreSbedingungen 


7 F. Lint, Acta Physica Austriaca, 1. c 
16* 
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— z. B. ob das Pressen der Pulver mit oder ohne Bindemittel erfolgte — 
eine Rolle zu spielen. Nur bei Konstanthaltung dieser Bedingungen 
liegt das Maximum der Koerzitivkraft bei dem gleichen Reduktions- 
grad, und zwar, wie die friiheren Untersuchungen gezeigt haben, unab- 
hangig von der Reduktionstemperatur. 
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Abb. 4. Energiewert von PulverpreBlingen in Abhangigkeit von der Reduktionszeit der Pulver fiir 
verschiedene Kobaltgehalte. 


Kurve I: 0 % Kobalt Kurve III: 26,3 % Kobalt 
Kurve II: 10,5 % Kobalt Kurve IV: 36,4 % Kobalt 


Betrachtet man die Remanenz in Abhangigkeit vom Kobaltgehalt 
der Pulver, dann findet man eine Zunahme derselben mit dem Kobalt- 
gehalt sowohl nach gleicher Reduktionszeit wie auch bei gleichem 
Reduktionsgrad. Beispielsweise wird bei einem, dem Schnittpunkt 
der Abb. 1 entsprechenden Reduktionsgrad fiir die Legierung mit 
36,4°% Kobalt ungefahr der doppelte Wert gegeniiber Reineisen ge- 
funden. Beziiglich der Einzelwerte der Remanenz sei noch bemerkt, daB 
diese GréBe sehr von etwaigen Fehlern, z. B. inneren Spaltflachen 
oder lokalen Dichteunterschieden der Probestabchen, wie sie beim 
Pressen leicht entstehen kénnen, abhangt. Insbesondere diirfte der 
letzte Wert der Reihe mit 26,3% Kobalt, méglicherweise auch der 
der Reihe mit 36,4°% Kobalt etwas zu tief liegen. Eine etwaige 
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Korrektur dieser Werte beeinfluBt jedoch weder Héhe noch Lage des 
Energiewertmaximums. 

Da das Maximum der Koerzitivkraft sich mit steigendem Kobalt- 
zusatz zunachst zu immer niedrigeren, spater jedoch wieder zu héheren 
Reduktionsgraden verschiebt, die Remanenz hingegen mit dem Re- 
duktionsgrad ansteigt, tritt als Folge dieses Zusammenwirkens eine ent- 
sprechende Verlagerung des Energiewert-Maximums ein. Trotz dieser 
Verschiebung ergibt sich aber, wie Abb. 4 zeigt, infolge der Erhéhung 
der Koerzitivkraft mit dem Kobaltgehalt eine beachtliche Steigerung 
des Energiewertmaximums. Das Energiewertmaximum erreicht bei 
36,4°% Kobalt den mehr als dreifachen Wert gegeniiber Reineisen. 

Ist die Koerzitivkraft nur durch die Gestaltanisotropie der Kérner 
bedingt, dann muB sich diese GroBe gemaB Gl. (3) linear mit dem 
Faktor x= 1—d/d, andern. Bei bekanntem x kann deshalb fiir 
jeden an PreBlingen gemessenen Wert ;H¢ gem durch Extrapolation 
auf d = 0 die Koerzitivkraft im Fall unendlicher Verdiinnung erhalten 
werden. Fiir d ist dabei das Produkt aus der gemessenen Stabchen- 
dichte und dem Reduktionsgrad, fiir d) mit gentigender Genauigkeit 
die nach der Mischungsregel errechnete Dichte des kompakten Metalls 
einzusetzen. Man findet dann: 

HH @—>0) = Hh esem 

Die nach dieser Beziehung ermittelten Werte sind aus Tab. 2 zu 
ersehen, die graphische Darstellung in Abhangigkeit von der Reduk- 
tionszeit vermittelt Abb. 5. 


Tabelle 2. 
Kobaltgehalt es is H(a—>0) H, max (d—0) 
Prozent Recon Oersted Oersted 
0 60 0,65 530 
120 0,60 580 600 
240 0,58 500 
10,5 15 0,90 630 
30 0,73 840 
120 0,62 650 (720) 850 
240 0,59 620 
26,3 15 0,86 810 
30 0,70 940 
120 0,65 900 950 
240 0,63 850 
36,4 10 0,91 710 
15 0,80 840 
30 0,69 1000 1000 
120 0,67 980 
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In Kurve II dieser Abbildung ist, wie aus dem Verlauf der anderen 
Kurven folgt, der dritte MeBpunkt offenbar héher zu setzen (von 
650 auf 720 Oersted). Diese Anderung hat naturgemaB auch eine Ver- 
schiebung des ;H, von 400 auf 445 Oersted zur Folge, wodurch die 
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Abb. 5. Abhangigkeit des auf den Grenzfall unendlicher Verdiinnung extrapolierten Wertes der Koerzitiv- 
kraft von der Reduktionszeit der Pulver ftir verschiedene Kobaltgehalte. 


Kurve I: 0 % Kobalt Kurve III: 26,3 % Kobalt 
Kurve II: 10,5 % Kobalt Kurve IV: 36.4 % Kobalt 


7000 


Kurve JJ der Abb. 2 die ge- 
zeichnete Form annimmt. SchlieB- 
lich erfahrt auch die Energie- 


327 wertkurve (Kurve JJ der Abb. 4) 
& eine entsprechende Anderung. 
Se Die Lage und Héhe des Koerzi- 
x 

.' 


tivkraft-, bzw. Energiewert-Maxi- 
mums wird jedoch dadurch nicht 
beeinfluBt. 

Samtliche Kurven der Abb. 5 
besitzen ein ausgepragtes Maxi- 
0 0 2 70 40 mum, das nach umso niedrigerer 

Prozente Kobelt Reduktionszeit erreicht wird, je 
Abb. 6. Abbangigkeit des H, max (d +0) gemas hoher der Kobaltgehalt liegt. 
Abb. 5 vom Kobaltgehalt der Pulver. Die Hohe dieses Maximums steigt 
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gemaB Abb. 6 mit dem Kobaltgehalt der PreBlinge an und erreicht bei 
der Legierung mit 36,4% Kobalt 1000 Oersted gegeniiber 600 Oersted 
bei reinem Eisen, Werte also, wie sie auch von L. WEIL und dem 
Verfasser bereits frither gefunden wurden. 


Zusammenfassung. 


In vorliegender Arbeit wird die Abhangigkeit der Koerzitivkraft, 
der Remanenz und des Energiewertes von Feinstpulver-PreBlingen auf 
der Basis Eisen-Kobalt vom Kobaltgehalt der Pulver und der Re- 
duktionszeit der Formiat-Mischkristalle untersucht und friiher ver- 
Offentlichte Ergebnisse in manchen Punkten erginzt. 

Koerzitivkraft, Remanenz und Energiewert steigen mit dem Kobalt- 
gehalt stark an. Die praktisch erzielbaren Optimalwerte sind bei 
36,4°%, Kobalt noch nicht erreicht. 

Die Lage des Koerzitivkraft- und Energiewert-Maximums beziiglich 
Reduktionszeit und Reduktionsgrad ist eine Funktion der Zusammen- 
setzung der Legierung. Diese Héchstwerte liegen bei den einzelnen 
Legierungen bei verschiedenen Reduktionszeiten und auBerdern bei ver- 
schiedenen Reduktionsgraden. Durch Vergleich mit den Ergebnissen 
friiherer Untersuchungen wird festgestellt, daB die Lage der Maxima 
von den Herstellungsbedingungen der Pulver und der PreBlinge abhangt. 

Die Extrapolation der ermittelten Werte fiir die Koerzitivkraft auf 
den Grenzfall unendlicher Verdiinnung fihrt zu niedrigeren Werten, 
als sie nach der NEEtschen Theorie der Koerzitivkraft zu erwarten waren. 
Sie stellen jedoch, wie auch Untersuchungen anderer Forscher gezeigt 
haben, die praktisch erreichbaren Héchstwerte dar. 


Herrn Dipl.-Ing. A. PAuLowitscu danke ich fiir seine Mitarbeit bei 
der Durchfiihrung der Untersuchungen. Ebenso bin ich auch dem 
Bundesamt fiir Eich- und Vermessungswesen fiir das Entgegenkommen 
bei der Vornahme der magnetischen Messungen zu Dank verpflichtet. 


Die Infrarotkatastrophen der Quantenelektrodynamik*. 


Von 


Kurt Baumann. 
Institut fiir theoretische Physik der Universitat Wien. 


Mit 4 Abbildungen. 


(Eingelangt am 15. Januar 1953.) 


Ein in jeder stérungstheoretischen Naherung giiltiger Beweis wird dafiir er- 
bracht, daB die Infrarotkatastrophen von den Streuprozessen mit Strahlungs- 
verlusten durch entgegengesetzt gleiche aus den strahlungslosen Prozessen kom- 
pensiert werden. 


SCHWINGER! hat die strahlungstheoretischen Korrekturen nied- 
rigster Ordnung zur Mottschen Streuformel erster BorNscher Naherung 
berechnet und dabei gefunden, da8 die in diesen Ausdriicken auftreten- 
den Infrarotkatastrophen genau herausfallen, sobald man die Ubergange 
mit Strahlungsverlusten mitberiicksichtigt. Das gleiche konnten 
BROWN und FEYNMAN? fiir die KLEIN-NISHINA-Formel 
zeigen. Die Vermutung liegt daher nahe, daB diese 
Kompensation ganz allgemein stattfindet; dies soll 
im folgenden untersucht werden. 

Um einen konkreten Fall vor 
Augen zu haben, wahlen wir die 
MOLLER-Streuung als Beispiel. Die 
stdrungstheoretische Reihenentwick- 
lung des Wirkungsquerschnittes 
setzt sich dann aus lauter Bei- 
tragen der Gestalt Abb. 1 zusam- 
men, wobei die Linien #; die Wellen- 
funktionen vor dem ProzeB, die Linien g; die Funktionen — i S+ (q;) 
und Ga, Gp* gewisse Graphen reprasentieren®. 

Bei der experimentellen Bestimmung des Wirkungsquerschnittes 
fiir einen ProzeB wie die MOLLER-Streuung kann man diesen nicht von 
solchen Prozessen isolieren, bei welchen zusatzlich energiearme Brems- 


Abb. 1. Abb. 2. 


* Herrn Professor Dr. Vicror F, Hess zum 70. Geburtstag gewidmet. 
1 J. SCHWINGER, Phys. Rev. 76, 790 (1949). 

2. L. M. BRown und R. P. Feynman, Phys. Rev. 85, 231 (1952). 

3K. Baumann, Acta Phys. Austr. VI, 195 (1952). 
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quanten emittiert werden. Man kann die Strahlungsverluste lediglich 
durch erhéhte MeBgenauigkeit immer weiter herabdriicken. Zu den 
Beitragen Abb. 1 sind also noch jene mit Emission von Lichtquanten 
zu addieren, integriert tiber die Wellen- 
zahlen von Null bis zu einer sehr kleinen 
oberen Grenze K. 

Diese Beitrage enthalten  Infrarot- 
katastrophen; genauer sind es jene Bei- 
trage, bei denen die Bremsquanten von 
auBeren Linien des urspriinglichen Graphen 
emittiert werden”, wie in Abb. 2. 

Bei der Auswertung von Abb. 2 kann 
man die Tatsache ausniitzen, daB k sehr 
klein ist. Der Faktor “(q,) des MOLLER- 
Graphen ist hier ersetzt durch‘. 


ye ‘ ‘ ee Pre — - kim 
—té€U (go) (22)4 pyt (22)—* Sa + k)=e u (g. Y a 
(42) (220) * ut (227) (J2 ) (Jo) ie SoReal (1) 
wofiir wir im Limes k — 0 schreiben kénnen 
a qo +m 
CU (Jo) Yu ae Bat (2) 
Verwenden wir nun 
Yu de = — Vou + 2 Yay, (3) 
U (42) (dg—m) = 0, (4) 
so geht (2) ber in . 
gy te 
eu (4a) qo kh (5) 
Somit liefern etwa Abb. 3 A und 3 B beide je 
hoz K 
dog’ = dow e? am+ | Ds (k) Pe Ge dk: (6) 
(Po R) (9g *) 


denn die Linie k liefert — (2)—* D1 (k) [s. FuBnote 3; fir ky > 0 ist 
D+ (k) = D'(k)}, und ein weiteres Minuszeichen kommt von 


a k) Yu > — pul (2). 
Die Gesamtkorrektur von den Ein-Photon-Strahlungsverlusten zu einem 
Term do, des Wirkungsquerschnitts fiir irgendeinen ProzeB ist dann 


im 
: 2 


do.’ = — ¢* dog (2x)—4 ‘ D? (k) pa (lps k— 08) dk. (1) 
ko=0 a7 
Spezialfalle davon sind SCHWINGER, a. a. O., Gl. (2.80), und BRowN 
und FEYNMAN, Gl. (38). 


4K. BAUMANN, Acta Phys. Austr. VI, 53 (1952). 
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Untersuchen wir nun die Infrarotkatastrophen, welche im un- 
korrigierten Wirkungsquerschnitt selbst auftreten; wir betrachten von 
Graphen der Gestalt Abb. 4 jenen Teil, in dem das Photon & vernach- 
lassigbar klein ist, also |Ay|, |f| << K. Die zusatzlichen S; y, lassen 
sich dann wieder wie in Gl. (1) bis (5) vereinfachen und es kommt die 
Korrektur 

K 


doa’ = dow e (2m)—4 (| i Ds Oana i (8) 


Die analoge Korrektur an G,* statt an G, von Abb. 1 fiihrt dagegen 
auf Gl. (8) mit —7iD_(k) statt 7D, (k). Wegen 
i (Ds (k) —D_(#)] = — D1 (2) (9) 
erhalten wir also insgesamt 


h=K 


doan'” = — dow e* aay] D! (k) G =. = BD dk. (10) 
2 2 


o= 


Nun ist 
DY (h) ~ 8 (R*) = (2 |)? [6 (Bo — |t)) +9 (Ry + [tI]; (11) 
weiterhin kann man die Integration von —K bis Null durch eine 


Transformation ky -— f,» in eine solche von Null bis K verwandeln. 
Der Integrand andert sich dabei gemaB 


Po — Po Ul) smeemmmn (1, | (12) 
Das Ergebnis kann aber auBer von K nur von den LorEntTz-Invarianten 
p?, q*, pg abhangen, welche auch der Transformation (12) gegeniiber 
invariant sind. Man erhalt also schlieBlich das entgegengesetzt gleiche 
Resultat wie in Gl. (6). 

Diese Uberlegungen geniigen aber nicht, um die Kompensation der 
quadratischen Glieder von Gl. (7) einzusehen. Jedoch wird der Faktor 
u(p) einer auBeren Elektronenlinie durch die Emission und Reab- 
sorption eines virtuellen Lichtquants verwandelt in® 


— Fe (On) | Yu St (PR) 2 Ss (PK) yi Dy (B) w (6) dk, (13) 


und diese Ausdriicke enthalten offenbar die kompensierenden Infrarot- 
katastrophen. 

Die D1-Anteile samtlicher virtuellen Photonen, welche reelle Elek- 
tronenlinien irgendeines Streuprozesses verbinden, liefern somit 
Infrarotkatastrophen, welche jene von der Bremsstrahlung gerade zum 
Verschwinden bringen. 

Die Uberlegungen lassen sich unverdindert auf die Emission von 
mehr als einem Bremsphoton iibertragen. 


5 R. P. FEYNMAN, Phys. Rev. 76, 769 (1949), Gl. (29). 


Uber den Mechanismus der Ziindung einer elektrischen Gas- 
entladung unter der Einwirkung eines transversalen Magnet- 
feldes im Druckbereich 10~ bis 10~° Torr*. 


Von 
R. Haefer, Graz. 
Mit 15 Abbildungen. 


(Eingelangt am 21. Januar 1953.) 


Zusammentassung. 


Im Anschlu8 an eine vorangehende Arbeit [1] wird die Theorie der Ziindung 
einer elektrischen Gasentladung unter dem Einflu® eines transversalen magne- 
tischen Feldes unter Zugrundelegung der TowNsENDschen Vorstellung des Lawinen- 
aufbaues fiir den Fall entwickelt. daB das elektrische Feld inhomogen ist 
(Zylinderelektroden) und daB die mittlere freie Weglange / groB gegen den Roll- 
kreisdurchmesser D der Zykloidenbahn der Elektronen ist. Die Ziindkennlinie 
(Ziindspannung als Funktion von magnetischer Induktion x Elektrodenabstand 
bei gegebenem Druck) wird berechnet und mit den Messungen an Argon im Druck- 
bereich 10—! bis 10—® Torr verglichen. Es wird in allen Punkten weitgehende 
Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment festgestellt. Abweichend 
vom Verhalten bei der magnetfeldfreien Entladung ergeben sich die Ionisierungs- 
zahl a als unabhangig vom Druck und die Riickfiihrungsgr6Be J” als proportional 
zum Druck. Im Gebiet hoher Spannungen und kleiner Magnetfelder erfolgt die 
Rickfiihrung an Elektronen im wesentlichen durch IonenstoB an der Mantel- 
flache des (auBeren) Kathodenzylinders (y-ProzeB) sowie durch Ionensto8 im 
Gasraum (f-ProzeB). Beide Prozesse sind etwa von der gleichen Wirksamkeit. 
Bei niedrigen Spannungen und hohen Magnetfeldern erfolgt die Riickfiihrung 
an Elektronen im wesentlichen durch IonenstoB an den den Kathodenzylinder 
seitlich abschlieBenden Endflachen (y-ProzeB). Die Druckabhangigkeit des 
y-Prozesses wird erklart durch den Effekt der Wiederaufnahme eines einmal 
ausgelésten Elektrons durch die Kathode, wenn es auf seiner Zykloidenbahn 
keinen unelastischen ZusammenstoB erlebt, durch den allein es frei bleibt, Auf 
Grund dieser Vorstellung wird y als Funktion von //2 D berechnet. Verwendet 
man andererseits die empirischen Werte von £ [8], so laBt sich die gesamte Riick- 
fiihrungsgr6Be I als Funktion von //2 D berechnen. Die so ermittelten Werte J” 
sind in guter Ubereinstimmung mit denjenigen, die sich aus den gemessenen 
Ziindkennlinien unter Benutzung der theoretischen GesetzmaBigkeiten ergeben. 


* Herrn Professor Dr. Vicror F. Hess zum 70. Geburtstag gewidmet. 
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Einleitung. 


In einer vorangehenden Arbeit [1] wurde der Einflu8 eines trans- 
versalen Magnetfeldes auf die Ziindspannung einer elektrischen Gas- 
entladung theoretisch und experimentell untersucht. Dabei war die 
Theorie unter folgenden zwei Voraussetzungen entwickelt worden: 
Homogenes elektrisches Feld und konstante RickfiihrungsgroBe I’. 
Diese zwei Voraussetzungen waren bei den mitgeteilten Messungen im 
Druckbereich 10 bis 10—? Torr erfiillt und es ergab sich eine weitgehende 
Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment. Bei niedrigeren 
Drucken hingegen nimmt die Riickfiihrungsgr6Be J” mit abnehmendem 
Druck ab. Diese Erscheinung bedingt — will man die zur Ziindung 
erforderliche magnetische Feldstarke in ertraglichen Grenzen halten! —, 
daB der Elektrodenabstand bei niedrigen Drucken wesentlich gréBer 
sein mu8 als bei den genannten hohen Drucken. Um Tragerverluste 
za vermeiden, ist allein eine zylindrische Elektrodenanordnung zur 
Untersuchung geeignet. Bei hoheren Drucken kann die Radiendifferenz 
klein gegen den Zylinderdurchmesser gehalten werden, so da’ das 
elektrische Feld praktisch homogen ist. Bei niedrigen Drucken hin- 
gegen wiirde man unter Einhaltung dieser Bedingung sehr bald zu 
unhandlich groBen Abmessungen der Anordnung kommen. Man gibt 
daher die Homogenitat des elektrischen Feldes zugunsten eines médg- 
lichst groBen Abstandes der Zylinderelektroden auf und gelangt zu 
einer Anordnung (Abb. 1), bei der der Radius des inneren Zylinders 
(Anode) klein ist gegen den des auBeren Zylinders (Kathode). Das 
Magnetfeld ist konaxial gerichtet. 

Die Ziindkennlinien? haben, wie zum Teil schon friher gezeigt 
wurde, einen unterschiedlichen Verlauf, je nachdem ob der Kathoden- 
zylinder an den Endflachen offen oder geschlossen ist und ob die Lange 
des Kathodenzylinders groB gegen den Kathodenradius ist oder ob 
beide Abmessungen etwa gleich groB sind. Diese Erscheinungen sollen 
in Teil I der vorliegenden Arbeit experimentell naher untersucht werden. 

Der sich in einem je nach den Versuchsbedingungen verschieden- 
artigen Ziindkennlinienverlauf auBernde unterschiedliche Mechanismus 
der Entladung kann erst mit Hilfe der theoretischen Behandlung auf- 
geklart werden, Zu diesem Zweck erweitern wir die friiher fiir homogene 
elektrische Felder entwickelte Theorie, die den Verlauf der Ziindkenn- 
linie auch bei niedrigen Drucken bereits qualitativ richtig wiedergab 
auf den Fall inhomogener elektrischer Felder (Teil II). Dabei ergeben 
sich Beziehungen, die zur experimentellen Bestimmung der Riick- 
fiihrungsgr6Be J” geeignet sind. Auf diese Weise kénnen eine Reihe 
schon von PENNING [2] aufgeworfene und bisher offen gebliebene 
Fragen geklart werden: Die Entscheidung dariiber, ob und unter 
welchen Bedingungen die Elektronen durch IonenstoB 
1 Nach dem Ahnlichkeitsgesetz ist das Produkt B+ d maSgebend. 

* Ziindspannung U als Funktion des Produktes magnetische Induktion 
B x Elektrodenabstand d bei gegebenem Druck #. 
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a) an der Mantelflache des Kathodenzylinders [y-ProzeB (Ym) ], 
b) an den Endflachen des Kathodenzylinders [y-ProzeB (ye) | 
c) im Gasraum (6-ProzeB) 
erzeugt werden. Ferner soll die Druckabhangigkeit der beiden Még- 
lichkeiten des y-Prozesses naiher untersucht und die friither [1] ge- 
gebene Deutung als Wirkung der Wiederaufnahme eines einmal 
emittierten Elektrons durch die Kathode experimentell gepriift werden. 


, 


1. Experimenteller Teil. 


7. Versuchsanordnung. 


Wie in der Einleitung erwahnt, ist es mit Riicksicht auf ein mog- 
lichst niedriges Magnetfeld zweckmaBig, den Anodendurchmesser klein 
gegen den Kathodendurchmesser zu halten. Ferner war friither gezeigt 
worden [1], da8 man zu besonders niedrigen Ziindspannungen gelangt, 
wenn die Kathodenlange etwa gleich dem Kathodendurchmesser ist 
und wenn der Kathodenzylinder an beiden Seiten durch metallische 
Endflachen, die auf Kathodenpotential sind, verschlossen ist. | Unter 
diesen Bedingungen trifft ein sehr viel gréBerer Bruchteil der ent- 
stehenden Ionen auf die Endflachen als bei im Verhaltnis zum Durch- 
messer langen Zylindern. | 

Abgesehen aber von der, unter gewissen Bedingungen — wie wir 
spater sehen werden — giinstigen Wirkung auf die Elektronennach- 
lieferung haben die Endflachen insbesondere bei kurzen Kathoden- 
zylindern die Bedeutung, den Entladungsraum vor Tragerverlusten, 
die infolge der durch Streuung entstehenden axialen Bewegungs- 
komponenten der Ladungstrager verursacht werden, zu_schiitzen. 
Dies zeigt deutlich folgender Vorversuch: Es wurde bei drei Elektroden- 
systemen (Abb. 2) das zur Ziindspannung bei 3 kV in Luft bei Drucken 
zwischen 10—! und 10—* Torr notwendige Bd (magnetische Induk- 
tion x Elektrodenabstand) gemessen. Alle drei Systeme haben etwa 
den gleichen Kathodendurchmesser und etwa die gleiche Lange. Die 
Systeme A und B sind offen, System C ist durch Endflachen ver- 
schlossen. Bei B ist das Verhaltnis Elektrodenabstand zu Zylinderlange 
kleiner als bei A und damit auch die Tragerverluste. Dadurch wird 
verstandlich, daB das zur Ziindung benodtigte Bd bei System B kleiner 
ist als bei System A. Bei dem geschlossenen System C ist der Bd-Wert 
mehr als zehnmal kleiner als bei dem offenen System A. Dieser Unter- 
schied ist bedeutend gréBer als dem Ausfall an y-Ausbeute an den End- 
flachen entspricht. Denn, wie in Abschn. II noch gezeigt werden wird, 
sind gerade die Endflachen bei der gewahlten Spannung von 3 kV in 
dem vorliegenden Druckbereich bei geschlossenem Kathodenraum nur 
unwesentlich an der Elektronennachlieferung beteiligt. — Ist hin- 
gegen die Kathodenlainge wesentlich gréBer als der Kathodendurch- 
messer, so ist der Unterschied zwischen seitlich offenem und ge- 
schlossenem System hinsichtlich der Ziindwerte bedeutend geringer, 
wie die Messungen von PENNING zeigen [2]. 
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Das Elektrodensystem der Rohre J, mit der die Ziindkennlinien bis 
zu 5 kV herauf gemessen wurden, zeigt Abb. 1a, Die aus Chromnickel 
bestehende Kathode hat einen Durchmesser von 2,4 cm und eine Lange 
von 4cm. Die Anode ist ein Nickelstab von 0,2 cm Durchmesser, der 
in die Kathode durch eine 4 mm weite Bohrung in der einen Endflache 
B eingefiihrt ist. Bei héheren Span- 
CEs nungen als 7 kV treten St6rungen 

durch Feldelektronenemission auf. 
Daher wurde zur Messung bei hoheren 
ue Spannungen das Rohr JJ (Abb. 1 0) 
‘ verwendet, bei dem die Bohrung 


06 - 
in der Kathodenendflache wulst- 
l=4om artig und gut poliert ausgebildet ist 
Soule 
kathoe Hathode 17cmg Anode Gicmg 
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Abb. 1. Elektrodensysteme von Rohr J (a) und von Rohr JJ (b). 


und das im Hochvakuum bis zu 60 kV herauf spannungsfest ist, wenn 
das Magnetfeld nicht eingeschaltet ist. Der Kathodendurchmesser ist 
1,7 cm, der Anodendurchmesser 0,3 cm und die Kathodenlange 5 cm. 

Das Magnetfeld wurde durch -eine stromdurchflossene Spule von 
4 cm Lange erzeugt. Der Verlauf der magnetischen Feldstarke langs 
der Achse ist ebenfalls in Abb. 1 eingetragen. Bei allen Me8werten ist 
die in der Spulenmitte vorhandene maximale Feldstarke angegeben. 
Die Justierung der Spule erfolgt mit Hilfe eines durch drei Mikro- 
meterschrauben verstellbaren Tisches. Als Kriterium fiir die konaxiale 
Justierung diente die Ziindspannung, die im Bereich des Ziindspannungs- 
minimums in diesem Fall einen niedrigsten Wert hat. 

Die Pumpenanordnung war die gleiche, wie sie friiher vom Ver- 
fasser [3] bei der Untersuchung der Feldelektronenemission an Wolfram- 
spitzen, bei der zur Erzielung reproduzierbarer Messungen ein Druck 
von 10-* Torr erforderlich ist, verwendet worden war: Eine ein- 
stufige Quecksilberdiffusionsglaspumpe hoher Saugleistung, an die 
ohne Hahne und Kittstellen tiber zwei Kiihlfallen das Versuchsrohr 
sowie ein Ionisationsmanometer angeschmolzen ist. Als Vorpumpe 
zu dieser Glaspumpe diente eine tiber eine Kiihlfalle angeschlossene 
Quecksilberdiffusionsstahlpumpe, deren Vorvakuum wiederum durch 
eine mechanische Pumpe erzeugt wurde. Nach mehrmaligem viel- 
sttindigen Ausheizen des Rohres, der Kiihlfallen sowie der Verbindungs- 
leitungen bei 500° C und wiederholtem Ausgliihen samtlicher Metall- 
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teile gelang es einen Druck von 10-8 Torr zu erzeugen. Als Fiillgas 
diente spektralreines Argon, das von der Vorvakuumseite der Glas- 
pumpe her eingelassen wurde. Die Druckmessung erfolgte unterhalb 
10—* Torr mit einem empfindlichen Ionisationsmanometer mit Gluh- 
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Abb. 2. Zur Ziindung in Luft bei U =3kvV erforderliche Werte Bd in Abhangigkeit vom Druck bei 
seitlich offenen (Kurven 4 und 8B) und seitlich geschlossenen Elektrodensystemen (Kurve C). 
kathode in der Elektronenpendelschaltung, das mit einem Mac-Lrop- 
Manometer im Bereich 10—% bis 10—° Torr geeicht worden war. Hohe 
Drucke (10-1 bis 10—* Torr) wurden mit dem Mac-Leop-Manometer 

gemessen. 
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Bei niedrigen Drucken treten statistische Ziindverziige auf, die bis 
zu mehreren Minuten dauern kénnen. Sie wurden durch Einbringung 
eines radioaktiven Praparates in das Versuchsrohr auf ein unmerkliches 
MaB reduziert. Um den Gasaufzehrungseffekt nach erfolgter Ziindung 
moglichst klein und damit den Druck in der Apparatur médglichst 
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Abb. 3. Ziindkennlinien im Druckbereich 10—! bis 10—* Torr (Rohr J, Argon). ° 


konstant zu halten, wurde der Strom, der nach erfolgter Ziindung 
flieBt, durch einen Widerstand auf einige 10-7 A begrenzt. Aus dem 
gleichen Grunde wurde auch das Ionisationsmanometer nur so lange 
Zeit in Betrieb genommen, wie eine rasche Stromablesung es erforderte. 
Durch das Begrenzen des Stromes auf kleine Werte nach erfolgter 
Ziindung hat man noch folgende Kontrollméglichkeit der Ziind- 
spannungsmessung. Man kann die Spannung messen, bei der die Ent- 
ladung wieder erlischt. Sie stimmte bei allen Messungen innerhalb 
von einigen Prozent mit der Ziindspannung iiberein. Lat man aber 
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nach der Ziindung wesentlich héhere Stréme zu, so tritt eine Art Zieh- 
erscheinung auf. Die Abrei®spannung ist dann niedriger als die Ziind- 
spannung. Der Unterschied kann bis zu 10% betragen. 


2. Mefergebnisse. 


Die Ziindkennlinien (Ziindspannung U als Funktion des Produktes 
magnetische Induktion B x Kathodenradius 7), die bei den héheren 
Drucken zwischen 10—1 und 10—* Torr mit Rohr J und Argon gemessen 
wurden, zeigt Abb. 3. Die Ziindspannung fallt mit wachsendem Magnet- 
feld parabolisch von dem Wert, den sie ohne Magnetfeld hat, ab und 
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Abb. 4. Ziindkennlinien im Druckbereich 10—* bis 10—* Torr. Kurve A: Rohr JJ, Hg. Kurve B: 
Rohr JJ und Rohr J, Argon. Ahnlichkeitsgesetz. 


erreicht ein Minimum. Daran anschlieBend verlauft die Ziindkenn- 
linie praktisch horizontal. Es ist zwar ein geringfiigiges Ansteigen der 
Ziindspannung nach hohen B7;-Werten hin vorhanden, doch ist es 
bedeutend geringer als es friiher an einem Rohr mit Endflachen aus 
isolierendem Material beobachtet wurde [1]. 

Bei niedrigeren Drucken (< 10~* Torr) haben die Ziindkennlinien 
den Verlauf in Abb. 4, der mit Rohre JJ gemessen wurde: Kurve A 
mit Hg bei 2- 10—3 Torr und Kurve B mit Ar bei 8- 10~® Torr. Bei 
hohen Spannungen hat die Ziindkennlinie, wie schon PENNING [2] 
fand, einen annahernd parabolischen Verlauf: U proportional (B 7%)?. 
Es existiert ein minimales Magnetfeld (B7x)min, unterhalb dessen 
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keine magnetische Ziindung méglich ist, es sei denn bei sehr hohen 
Spannungen, wo die Ziindkennlinie wieder zur U-Achse umbiegt [2, 1]. 
Weiter beobachten wir ein Minimum der Ziindspannung Umin und nach 
hohen B 7%-Werten hin, wie schon in Abb. 3, ein ebenfalls nur gering- 
fiigiges Ansteigen der Ziindspannung. In ihrem unteren Teil wurde 
die Ziindkennlinie B mit beiden Réhren ([ und JI) gemessen. Die 
MeBwerte fallen gut zusammen. Es besteht also ein Ahnlichkevtsgesetz, 
demzufolge die Ziindspannung bei gegebenem Druck # nur von dem 
Produkt B 7, abhangt. Bei genauerer Betrachtung erkennt man, da8 
die Ziindspannung in dem steil verlaufenden Teil der Ziindkennlinie 
etwas starker als mit (B7,)? anwachst. Dies zeigen deutlich die 
Messungen an Rohre JJ in Abb. 5, wo zum Vergleich der nach dem 
quadratischen Gesetz zu erwartende Anstieg eingetragen ist. 


Y Killgas='g peer 


100 200 400 600 1000 2000 Gauss-cm 


Abb. 5. Ziindkennlinien bei hohen Spannungen (Parabelgesetz). Rohr JZ, Hg und Argon. 


Im Bereich des Ziindspannungsminimums wurden die Ziindkenn- 
linien an Rodhre J mit Argon iiber einen weiten Bereich des Druckes 
untersucht (Abb. 6). Sie wurden bis zu einem Druck von 1,5 - 10—® Torr 
herunter verfolgt. Damit ist aber noch nicht die Grenze des Existenz- 
bereiches der selbststandigen Entladung unter der Einwirkung eines 
transversalen Magnetfeldes erreicht, wie man an dem nach der Ziindung 
flieBenden Strom, der bei gegebenet Spannung ein MaB fiir den Druck 
ist, entnehmen kann. Eine untere Grenze des Existenzbereiches der 
Entladung konnte iiberhaupt nicht gefunden werden. Unter den 
saubersten Vakuumbedingungen bei saugender Glaspumpe und im 
frisch ausgeheizten Zustand des Rohres konnte noch eine Entladung 
bei einer Spannung von etwa 2500 Volt und einem B 7; von 2500 GauB cm 
geziindet werden. Eine Druckangabe ist hier zur Zeit nicht méglich, 
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weil ein Ionisationsmanometer mit Gliihkathode, wie gerade in neuerer 
Zeit von verschiedener Seite festgestellt wurde, bei solch niedrigen 
Drucken nicht mehr einwandfrei miBt [4, 5]. 
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Abb. 6. Zimdkennlinien im Bereich des Spannungsminimums bei Drucken zwischen 10—? und 10—* 
Torr. Rohr J, Argon, 
Von besonderer Bedeutung fiir die spatere theoretische Diskussion 


ist die Abhangigkeit der Minimalwerte Umi, und (B 7%)min vom Druck p 
17* 
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(Abb. 7). Es ergeben sich in der Darstellung Umin, bzw. (B VE) min als 
Funktion von lg unterhalb 10—% Torr gerade Linien. Wir haben 
also folgende GesetzmaBigkeiten : 


const. 
(Gian oe const. lg ae 


POW * Lore 
const. 
(B72) min = const lg es 


Sie driicken die Tatsache aus, daB pro Dekade Druckerniedrigung 
sowohl Uymin wie (B7z)min um je einen konstanten Betrag ansteigen. 
Bei unseren Messungen ist dieser Betrag 320 Volt, bzw. 195 GauB cm. 
Bei Drucken oberhalb 10—* Torr biegen beide Kurven um und U nin, 
bzw. (B 7z)min erreichen einen vom Druck praktisch unabhangigen Wert. 
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Abb. 7a. Minimale Ztindspannung Uy in in Abhangigkeit vom Druck im Bereich 10—* bisl10—* Torr. 
Rohr J, Argon. 


Es ist interessant, unsere Messungen mit denjenigen von PENNING [2] 
zu vergleichen, der die Ziindkennlinien in Argon bis zu Drucken von 
10—° Torr herab an einer zylindrischen Anordnung mit Endflachen 
untersuchte, bei der das Verhaltnis Linge zu Elektrodenabstand 
wesentlich gréBer war (//d = 13,5) als in unserem Fall (l/d = 3,6). 
Bringt man die von PENNING an Argon im Druckbereich 5+ 10-4 bis 
1- 10° Torr ausgefiihrten Messungen® in die Darstellung U als Funktion 


* Da bei Pennine der Kathodenradius rg = 2,7 cm nicht groB gegen den 


Anodenradius rz = 1,0 cm ist, haben wir hier die Messungen auf den Elektroden- 
abstand d = 7, — rq bezogen. 
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von B d, so findet man die Kurven in Abb. 8, wo zum Vergleich unsere 
Messungen bei 8-10-® und 6,5: 10-4 Torr mit eingetragen sind‘. 
Man erkennt, daB in dem steil abfallenden Teil der Ziindkennlinien bei 
hohen U-Werten gute Ubereinstimmung herrscht. Anders ist es jedoch 
im Bereich niedriger Spannungen. So erreicht z. B. die Ziindkenn- 
linie fir 10~° Torr bei PENNING ihr Minimum bei 3500 Volt und steigt 
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Abb. 76. Minimales Magnetfeld (B r;) in Abhangigkeit vom Druck im Bereich 10—? bis 10—* Torr. 


Rohr J, Argon. 


min 


dann mit wachsendem Bd wieder steil an, wahrend bei unserer An- 
ordnung (8: 10—* Torr) die Ziindkennlinie weiter abfallt und erst bei 
1200 Volt ihr Minimum erreicht und von hier ab praktisch horizontal 
verlauft. Ferner ist auffallend, daB bei den héheren Drucken 5: 10—4 bis 
1-10—4 Torr die Ziindkennlinien bei PENNING nach Durchschreiten 
eines ersten Minimums bei kleinen B d-Werten zunachst zwar ebenfalls 
deutlich ansteigen, dann aber ein Maximum erreichen und schlieBlich 
bei héheren Bd-Werten einem zweiten Minimum zustreben. Das 
zweite Minimum ist niedriger als das erste. Leider sind die Messungen 
nicht bis zum Durchschreiten auch des zweiten Minimums verfolgt. 
Es macht aber den Eindruck, da8 die Spannung im zweiten Minimum 
mit der mit Hilfe unserer Anordnung gefundenen Minimalspannung 
iibereinstimmt. 

Auf einen weiteren interessanten Versuch von PENNING sei in 
diesem Zusammenhang hingewiesen. An einem ebenfalls im Verhaltnis 


4Vel. Abb. 9 in der Arbeit von PENNING. 
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zum Durchmesser langen Rohr® ohne Endflachen wird mit Argon bei 
9- 10-3 Torr die Ziindkennlinie Abb. 9 gefunden. Diese steigt rechts 
vom Minimum mit wachsendem Magnetfeld wieder verhaltnismaBig 
stark an, wahrend in unserem Fall bei kurzen Rohren mit Endflachen 
statt dessen ein praktisch horizontaler Verlauf vorliegt. 
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Abb. 8. Ziindkennlinien bei im Vergleich zum Durchmesser langem Elektrodensystem nach PENNING [2] 
und bei kurzem Elektrodensystem (Rohr J). Beide Systeme seitlich geschlossen. Fiillgas Argon. 


Aus all diesen Beobachtungen scheint sich hinsichtlich der beiden 
in der Einleitung genannten Mdglichkeiten des y-Prozesses folgendes 
zu ergeben: Bei hohen U-Werten in dem Gebiet des steilen Teiles der 


5 Lange J = 23cm, 7, = 2,7cm, vg = 0,027 cm. Vgl. Abb. 12 in der Arbeit 
von PENNING [2]. 
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Ziindkennlinie werden die Elektronen sowohl bei langen wie bei kurzen 
Elektrodensystemen an der Manteljliiche des Kathodenzylinders be- 
freit. Werden die Elektronen auch im Bereich des Ziindspannungs- 
minimums an der Mantelflache ausgelést, so steigen die Ziindkennlinien 
nach Durcheilen des Minimums wieder verhiltnismaBig stark an. 
Werden sie hingegen im Bereich der minimalen Ziindspannung an den 
Endflachen des Kathodenzylinders in Freiheit gesetzt, so verlauft die 
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Abb. 9. Ziindkennlinie nach Penninc [2] von einem langen aber seitlich offenen Elektrodensystem. 


Ziindkennlinie im Gebiet rechts von Uni, praktisch horizontal. Die 
Elektronennachlieferung aus den Endflachen ermdéglicht einen tieferen 
Minimalwert der Ziindspannung als eine Elektronenbefreiung an der 
Mantelflache. Ganz allgemein wird man vermuten, da8 hinsichtlich der 
Elektronennachlieferung im Zustandsgebiet kleiner 6 d- und groBer 
U-Werte die Wirksamkeit der Mantelflache und im Zustandsgebiet 
groBer Bd- und kleiner U-Werte die Wirksamkeit der Endflachen 
iiberwiegt. — Hinsichtlich des /-Prozesses ist anzunehmen, daB er 
— wenn tiberhaupt — dann im Gebiet groBer U-Werte, das heibt 
des steilen Astes der Ziindkennlinie eine wesentliche Rolle spielt, da die 
B-Ausbeute mit U ansteigt. 

Die soeben entwickelten Vorstellungen miissen allerdings noch 
quantitativ gepriift werden, was im folgenden Abschnitt geschehen soll. 
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II. Theorie und Diskussion der Messergebnisse. 


7. Ziindkennlinie. 


Die Ionisierungszahl a wurde frither [1] fiir den Fall des homogenen 
elektrischen Feldes unter folgenden vereinfachenden Annahmen, die 
auch der TowNsENDschen Berechnung der lIonisierungszahl ohne 
Magnetfeld zugrunde liegen, ermittelt: 
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Abb. 10. Theoretische Ziindkennlinien bei homogenem und inhomogenem (7,/%q = 10) elektrischen Feld. 
Berechnet nach Gl. (5) mit V; = 22,7 Volt und P= 2. 10—*. 


a) Die Anfangsgeschwindigkeit der Elektronen bei jedem Frei- 
flug ist Null. 
b) Das Elektron gibt also seine Energie bei jedem ZusammenstoB 


mit einem Gasatom vollkommen ab. Es kommen nur unelastische 
St6Be vor. 
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c) Jeder StoB, bei dem das Elektron eine zur Ionisierung aus- 
reichende Energie besitzt, fiihrt auch wirklich zur Ionisierung des Gas- 
atoms (lonisierungswahrscheinlichkeit = 1). 

d) Die mittlere freie Weglange A des Elektrons ist unabhangig von 
seiner Geschwindigkeit. 

e) Die Bewegung der Gasmolekiile ist zu vernachlassigen. 

Unter der Voraussetzung, daB die mittlere freie Weglainge 4 groB 
gegen die Lange des Zykloidenbogens (4 D) ist, ergab sich fiir die Zahl 
der ionisierenden St6Be eines Elektrons pro cm Weg in Richtung des 
elektrischen Feldes 


U4 ne 
S57 ee ED: 1) 
Dabei ist V; die Ionisierungsspannung des Fiillgases und 
m.E E 
jp ay) ees eos 
2 ae 155 es (2) 


der Rollkreisdurchmesser der Zykloidenbahn (D in cm, E in V/cm, 
B in GauB). Der Faktor vor der Wurzel in Gl. (1) ist der reziproke 
Wert der muttleren freien FallhGhe des Elektrons (2/3 D) und somit die 
Anzahl der St6Be pro cm Weg in Richtung des elektrischen Feldes. 
Der Wurzelausdruck in Gl. (1) gibt den aus dem Verteilungsgesetz der 
freien FallhGhen berechneten Bruchteil der freien Fallhéhen an, bei 
denen eine zur lonisierung ausreichende Energie vorliegt, bezogen 
auf alle tiberhaupt vorkommenden. Wie man sieht, ist fiir 2 >> 4D 
die Ionisierungszahl unabhangig vom Druck. Eine Druckverminderung 
z. B. wirkt sich also nur so aus, daB die Anzahl der Zykloidenbégen 
vergroBert wird, die das Elektron in einer gewissen mittleren Ent- 
fernung von der Anode zuriicklegt, ehe es auf ein Gasatom st6Bt und 
damit naher an die Anode heranriickt. 

Die oben genannten Voraussetzungen sind in Wirklichkeit nicht 
streng erfiillt. Imsbesondere zeigen Messungen der Ionisierungswahr- 
scheinlichkeit, daB im Maximum nur etwa jeder dritte Sto8 zur Ioni- 
sierung fiihrt. Dadurch wird a in Wirklichkeit kleiner ausfallen, als die 
Rechnung ergibt. Andererseits beginnt auch nicht jeder Freiflug mit 
der Geschwindigkeit Null. Dadurch wird a gegeniiber dem berechneten 
Wert vergroBert. Beide Fehler kompensieren sich zum Teil. Wir tragen 
ihnen dadurch Rechnung, daB wir den Ausdruck (1) mit einem 
Korrekturfaktor  versehen, dessen Wert wir spater experimentell 
bestimmen werden: 

3 1 V; 
on D oD 


Bei der quantitativen Auswertung der in der vorangehenden Arbeit [1] 
mitgeteilten Messungen bei hdheren Drucken (10 bis 10~? Torr) 
brauchten wir diese Korrektur nicht anzubringen, da sie bereits durch 
die Benutzung der experimentell ermittelten Faktoren A und B der 


(1 a) 
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TowNsENDschen Ionisierungszahl ohne Magnetfeld beriicksichtigt ist 


und es sich nur um die Erfassung eines Differenzeffektes handelte. 


Ist das elektrische Feld inhomogen, so werden mit E auch D und a | 
eine Funktion des Abstandes 7 von der Achse. Fiir Zylinderelektroden | 


gilt 
E 
j pease (3) 
r 
wo E, die elektrische Feldstarke am auBeren Zylinder vom Radius 7 
ist, der die Kathode darstellt. Mit Gl. (3) erhalt man fiir den Rollkreis- 
durchmesser der Zykloide 
Ex re 1 
D = 11,35 sy ~ (4) 
Dieser Ausdruck gilt allerdings, wie die Berechnung der Elektronen- 
bahn zeigt, nur solange D<~y ist. Bei unseren Messungen ist diese 
Bedingung erfiillt. Unter Anwendung der TowNseNDschen Ziind- 
bedingung fiir inhomogene Felder 


"a 


fadr 


rle® —1}=1 


und unter Verwendung von Gln. (1 a), 3) und (4) erhalt man 


1 / Va Begae 
1+] = dy = ——— 5 
a| a fo ‘ atin a 11,35 (Ex)? 
Machen wir die unserer Veleicutiapeine entsprechende Annahme, 


der Anodenradius sei klein gegen den Kathodenradius®, so finden wir 
schlieBlich 


0 
; Ee V; B S/s 
dr = 7} = Jisene 
fo r in (1 a a f teal |. (5) 


"k 
Dabei ist das nur logarithmisch in die Rechnung eingehende J" vor- 
laufig als Konstante behandelt worden. 

Die Gl. (5) stellt die Ziindkennlinie dar. Sie ist, mit den Werten 
F=2-10-4, »=1, Vi; =22,7V, ~ = 10cm, 7% =0,1cm berechnet, 
in Abb. 10 wiedergegeben. Zum Vergleich ist die Ziindkennlinie fiir den 
ebenen Fall (mit den gleichen Werten J’, n, V; berechnet) miteinge- 
tragen. 

Beriicksichtigt man, daB U = Ex rp: In 7e/7q ist, so folgt aus Gl. (5) 
zunachst das Ahnlichkeitsge setz: Bei gegebenem J’, V; und 75/7 (ta< 7) 
ist die Ziindspannung nur eine Funktion des Produkte Br,. Die Vor- 


UNIDE) diese GréBen nach der Integration im Quadrat erscheinen, ist diese An- 
nahme umso mehr berechtiet. 
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aussetzung ,,gegebenes /“‘ beinhaltet, daB die Elektronen mit gleicher 
Ausbeute an homologen Stellen der Kathoden geometrisch dhnlicher 
Entladungsstrecken ausgelést werden. Die Messungen Abb. 4 (Kurve B) 
zeigen, daB das Ahnlichkeitsgesetz offenbar erfiillt ist. Es ist dabei 
allerdings zu beriicksichtigen, daB in diesem Experiment die Ent- 
ladungsstrecken nicht genau geometrisch dhnlich waren. 

Aus Gl. (5) ermitteln wir einige fiir die Auswertung der MeBergeb- 
nisse handlichere Formeln. Fiir den steil ansteigenden Ast der Ziind- 
kennlinie gilt die Bedingung [1], daB die auf dem Zykloidenbogen 
maximal aufgenommene Energie (Maximalenergie) groB gegen die 
Jonisierungsenergie ist: 

Ve max = ae > V te 
Wir k6nnen daher den Klammerausdruck in Gl. (5) entwickeln und er- 
halten damit das Parabelgesetz fiir groBe U: 


U B vz\2 
pe = (Bs) (6) 


Vk 1 
In A PTS a (1 +H 

Zur Berechnung des minimalen Magnetfeldes (B7%)min und der 
minimalen Ziindspannung Uj, gehen wir genau so vor, wie friiher 
beim Fall des homogenen Feldes [1]. Wir bilden mit Gl. (5) folgende 
zwei Ausdriicke: 


a a 
f adr fadr 
Tp Tr 
2 rae 25 coe. 


Der erste Ausdruck bedeutet die auf die magnetische Induktion bezogene 
mittlere Ionisierungszahl. Er ist in Abb. 11 in Abhangigkeit von B/E; 
dargestellt, und zwar fiir die beiden Falle 74/7, = 0 und ra/rz = 0,37, 
(n= 1, V; = 15,7 V). Zum Vergleich ist der entsprechende Ausdruck 
fiir das homogene elektrische Feld miteingetragen. Wie die beiden 
Ausdriicke ergeben, liegt der Existenzbereich der Entladung zwischen 
den Grenzen 

La Poy ate /11,35 

A, oa gle EN 
Bei kleinen B/E,-Werten stimmen alle drei Kurven annahernd tber- 
ein. Bei groBen B/E, verlaufen sie unterschiedlich. Die Kurve fiir das 
homogene elektrische Feld geht bei Annaherung an die obere Grenze 
von B/E; gegen Null. Die Kurven fiir das inhomogene elektrische Feld 
durchlaufen zwar wie jene auch ein Maximum, erreichen aber an der 
oberen Grenze von B/E,, wie auch Gl. (5) zeigt, einen endlichen Wert. 
Da aber die genannte obere Grenze des B/E,-Bereiches den Existenz- 
bereich der Entladung, wie wir sogleich auch physikalisch einsehen 
werden, darstellt, miissen wir annehmen, daB die Kurven fur den 


268 R. HAEFER: 


inhomogenen Fall an dieser Stelle von ihrem endlichen Wert auf den 


Wert Null springen. In Wirklichkeit wird der Ubergang natiirlich | 


stetig erfolgen, allein schon wegen der von Null verschiedenen Anfangs- | 


geschwindigkeit der Elektronen. 
Analog liegen die Verhaltnisse hinsichtlich des zweiten oben ge- 


nannten Ausdrucks, der die auf die elektrische Feldstarke an der | 


Kathode bezogene mittlere Ionisierungszahl bedeutet und in Abb. 12 
fiir die oben bezeichneten drei Falle der Elektrodenanordnung dar- 
gestellt ist. 


G2 G4 Gs 


Abb. 11. Abb. 12. 
Abb. 11. Zur Berechnung des minimalen Magnetfeldes (B Ta) eres Mittelwert der Ionisierungszahl a be- 
zogen auf die magnetische Induktion B in Abhangigkeit von B/E ke 
Abb. 12. Zur Berechnung der minimalen Ziindspannung U,,,;,,- Mittelwert der Ionisierungszahl a bezogen 


auf Ep in Abhangigkeit von B/E. 


Das Maximum der Kurve Abb. 11 liefert die Bedingung fiir das 
mimmale Magnetfeld. Durch Differentiation des Ausdrucks 1. und 
Null setzen erhalt man 


11,35 Ex? 
bondne ee Oye ae ye (7) 


B \/3 


Diese Bedingung in (5) eingesetzt, ergibt 


(B Vi.) min —— ror aU \Viln (: a. }) . (8) 


Das Minimum der Ziindspannung Umin erhalten wir aus dem Maximum 
des Ausdrucks 2. der in Abb. 12 dargestellt ist. Die Bedingung fir 
die minimale Ziindspannung lautet dann 
11,35 Ex? 
B2 
Physikalisch bedeutet diese Bedingung, da® das Minimum der Ziind- 


spannung dann vorliegt, wenn die von einem an der Kathode mit der 
Anfangsgeschwindigkeit Null startenden Elektron auf dem Zykloiden- 


= Vi max — Vi. (9) 
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bogen maximal aufgenommene Energie e+ Vz max gleich der [onisierungs- 
energie e V; ist. Setzt man diese Bedingung in (5) ein, so erhalt man 


U cs = 1 
(Ex gore = In’alra =n } i In (: oe | fe (10) 
Wir haben jetzt hinsichtlich Um in drei Falle zu unterscheiden: 
Fall7: Die Elektronen werden nur an der Mantelfldche des Kathoden- 
zylinders ausgelést und eine Ionisierung ist, wie bisher immer voraus- 
gesetzt, nur moglich, wenn die auf dem Zykloidenbogen an der Kathode 
vom Elektron aufgenommene Maximalenergie mindestens gleich der 
Ionisierungsenergie ist. In diesem Fall stellt die Beziehung (9), die 
wir auch in der Form 


E 2 mS) 
ee alte lates ei ue 
schreiben kénnen, die Begrenzung des Ziindbereiches nach kleinen 
Spannungen hin dar. Man erkennt, daB diese Gleichung identisch mit 
der oben gelegentlich der Erlauterung der Abb. 11 und 12 angegebenen 
oberen Grenze des B/E -Bereiches ist. Gl. (9 a) wird im Kennlinienfeld 
durch eine Gerade aus dem Ursprung dargestellt (vgl. Abb. 10). Be- 
trachten wir die Messungen an dem im Verhaltnis zum Durchmesser 
langen Rohr (Abb. 8), so sehen wir, daB die Ziindkennlinien fiir den 
Druckbereich 5 - 10—4 bis 5+ 10—* Torr nach Durchschreiten des ersten 
Minimums tatsiachlich der Geraden J, die nach Gl. (9a) berechnet 
wurde, folgen. Auch diese Tatsache spricht dafiir, daB die Elektronen 
bei diesem Versuch im Gebiet des ersten Ziindspannungsminimums 
aus der Mantelflache stammen. 

Betrachten wir andererseits die Messungen Abb. 6 an der im Ver- 
haltnis zum Durchmesser kurzen Rohre J, so erkennen wir, daB die 
Minima der Ziindkennlinien weit wnterhalb der Geraden IJ, die fiir diese 
Anordnung nach Gl. (9 a) berechnet ist, erreicht werden. Die Minima 
liegen vielmehr etwa auf einer Geraden, die, falls es sich um einen 
Elektronenaustritt aus der Mantelflache handeln wiirde, einer maximalen 
Energieaufnahme an der Kathode von 1,3e¢V entsprechen  wiirde. 
Selbst bei Annahme einer endlichen Austrittsenergie von 6 eV, die 
etwa maximal méglich erscheint, kann in diesem Fall der Elektronen- 
austritt aus der Mantelflache nicht begriindet werden. 

Fall 2: Die Elektronen treten nur aus den End/ldachen der Kathoden- 
zylinder aus. Wir betrachten zu diesem Zweck die elektrischen Poten- 
tiallinien in einem kurzen zylindrischen Entladungsrohr (Abb. 13). 
Ein Elektron, das im Abstand 7 von der Achse mit der Anfangs- 
geschwindigkeit Null aus der Endflache austritt, wird im wesentlichen 
in axialer Richtung beschleunigt und durcheilt den Entladungsraum 
seiner Lange nach. Es kann von der gegeniiberliegenden Endflache 
wieder aufgenommen werden, wenn es auf seinem Weg keinen Zu- 
sammenstoB mit einem Gasatom erlebt hat. Wie eine Abschatzung 
zeigt, ist die wahrend der Bewegung in axialer Richtung gleichzeitig 
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stattfindende Umlaufsbewegung um die Achse des Rohres in unseren 
Versuchen zu vernachlassigen. St6B8t das Elektron auf seinem Wege 
in axialer Richtung unelastisch auf ein Gasatom, so wird es abgebremst 
und kann frei bleiben. Es beginnt 
jetzt die Bewegung auf Zykloiden- 
bégen um die Achse. Es kann aber 
nur weiter ionisieren und sich damit 
am Lawinenaufbau beteiligen, wenn 
es sich an einem Ort befindet, wo 
die elektrische Feldstarke E die 
Bedingung Vy, = V; erfiillt, das 
heiBt, wo E folgenden Mindestbe- 
Potentiallitie trag hat: 


Abb. 13. Potentiallinien bei kurzem zylindrischen — 
Elektrodensystem mit seitlichen Endflachen. = lige B 
a | 11,35 
Verwenden wir das streng nur fiir lange Zylinder giiltige Gesetz 
U 


CS ea ag 


so liegt das Minimum der Ziindspannung nach Gl. (10) dann vor, wenn 
U V; ; 
Ers—— =1/—— B 
"= in vale Vs Be Ls (11) 
ist. 


Wenn wir nun bei den Versuchen an den Rohren J und JJ (Abb. 3 
bis 6) beobachten, da8 die Ziindkennlinien nach Erreichen des Mini- 
mums bei wachsendem Magnetfeld (B) praktisch horizontal verlaufen, 
so k6nnen wir dies unter der Annahme, da8 die Elektronen aus den 
Endflachen austreten, folgendermaBen erklaren: Nach Gl. (11) be- 
deutet U = const., da8B By konstant ist. Mit wachsendem Magnet- 
feld nimmt daher im gleichen Verhaltnis der wirksame Elektroden- 
abstand 7 und mit diesem die wirksame Elektrodenflache ab. Die Ent- 
ladung stellt sich also bei zanehmendem Magnetfeld automatisch so ein, 
da das Minimum der Ziindspannung erreicht wird, das heiBt, daB 
optimale Ionisierungsverhaltnisse vorliegen. Dieses Verhalten ent- 
spricht vollkommen dem Ahnlichkeitsgesetz. 


Gah es Llektrons 


Fall 3: SchlieBlich kann aber auch, wie friiher am Beispiel der Ent- 
ladung in Luft gezeigt wurde [1], eine Ziindung auch dann stattfinden, 
wenn das Elektron nach seinem Austritt aus der Kathode eine elek- 
trische Feldstaérke vorfindet, die nicht ausreicht, um es auf der 
Zykloidenbahn die zur Ionisierung notwendige Energie aufnehmen zu 
lassen. Es kann in diesem Fall nur elastisch stoBen und, da durch das 
elektrische Feld eine Vorzugsrichtung der Bewegung gegeben ist, in 
einer Reihe von elastischen StéBen die zur Ionisierung ausreichende 
Energie akkumulieren. Dies tritt auch bei Argon auf, wie der Versuch 
von PENNING (Abb. 9) zeigt. Da namlich das Elektrodensystem beider- 
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seits offen ist, kénnen die Elektronen nur aus der Mantelflache aus- 
treten. Bei nur wnelastischen St6Ben ist die Ziindspannung nach 
unten durch die Bedingung (9a), die in Abb. 9 als Gerade J einge- 
zeichnet ist, begrenzt. Man erkennt aber, da® der Teil der Ziindkenn- 
linie rechts vom Minimum weit unterhalb dieser Geraden liegt. Dem 
am weitesten rechts gelegenen MeBpunkt entspricht an der Kathode 
ein Vax von nur 0,2 eV. 


In diesem Fall miissen wir annehmen, da8 das Elektron zwischen 
ve und y (Abb. 13) nur durch Akkumulation von Energie iiber jeweils 
eine Reihe elastischer St6Be ionisieren kann, wahrend es zwischen 7 
und 7, bereits auf e¢em Zykloidenbogen eine zur Ionisierung hinreichende 
Energie aufnehmen kann. Wir haben also zwischen r und 7, den bereits 
in Fall 2 besprochenen Vorgang vor uns, der sich unabhangig von der 
magnetischen Induktion B so einstellt, da8 das Minimum der Ziind- 
spannung vorliegt. Danach miiBte die Ziindkennlinie rechts vom 
Minimum horizontal verlaufen. Sie steigt aber deutlich an, und zwar 
in etwa demselben MaBe, wie wir dies friiher auch an Luft feststellten 
und durch die Abnahme der Riickfiihrungsgr6Be J” mit abnehmender 
Lange des Zykloidenbogens erklarten. 


Die drei genannten Falle unterscheiden sich also in charakteristischer 
Weise durch den Verlauf der Ziindkennlinie bei hohen Werten von B 7z. 
Fiir die beiden erstgenannten Falle wollen wir jetzt die Zahlenwerte 
der Riickfiihrungsgr6Be ermitteln. 


2. Riickfiihrungsgrofe. 


Fall 7 a: Die Elektronen werden an der Mantelflache des Kathoden- 
zylinders durch IonenstoB befreit. Pro auftreffendes Ion werden im 
Mittel y) Elektronen in Freiheit gesetzt. Beschreiben diese Elektronen 
im Mittel » Zykloidenbogen, ehe sie von der Kathode wieder aufge- 
nommen werden, so ist die Wahrscheinlichkeit, da8 sie wahrend ihrer 
,,Lebensdauer‘ auf ein Gasatom stoBen: 4» D/A. Die Wahrscheinlich- 
keit, daB das Elektron unelastisch st6Bt und damit fiir den Lawinen- 
aufbau wirksam wird, ist 4w-v D/A, wo w die Ionisierungswahrschein- 
lichkeit ist. Von den insgesamt auf die Kathode treffenden Ionen fallt 
der Bruchteil /,, auf die Mantelflache. Damit ist die sich durch Ionen- 
stoB an der Mantelflache ergebende Riickfiihrungsgr6Be 


4D 
Ym = Im Yo ¥——. (12 a) 
Vy Wachst mit der Geschwindigkeit der Ionen. Nach PENNING [6] ist 
fiir Ar+-Ionen an Ni-Kathoden im Bereich 0 bis 1000 Volt 
Yo = 0,03 (1 + 2: 10-* U;), (12 b) 


wo U; die von den Ionen durchfallene Spannung in Volt bedeutet. 
Die Angaben iiber yy in der Literatur z. B. fiir Art — Ni und U; > 0 
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schwanken zwischen 0,03 und 0,06 [7]’. Wir miissen also mit einer 
dementsprechenden Unsicherheit unserer Ergebnisse rechnen. Hinzu 
kommt eine weitere Unsicherheit dadurch, daB wir die Beziehung (12 b) 
fiir héhere Spannungen als 1000 Volt anwenden miissen, wo keine 
Messungen von yg an Ar+ — Ni ausgefiihrt zu sein scheinen. 


Fall 7b: Es werden Ionenpaare durch IonenstoB im Gasraum ge- 
bildet. Nach Messungen von F. Wo rF [8] tiber die Ionisierung von 
Ar durch Art-Ionen ist im Bereich U; = 0 bis 800 Volt die Zahl der 
pro cm Weg gebildeten Ionenpaare : 


B = 0,54 p (Ui — 17,3). (13) 


Dieser ProzeB ist erst bei Spannungen oberhalb 300 Volt wirksam. 
Auch in diesem Fall sind wir genotigt, den experimentell sicher ge- 
stellten Giiltigkeitsbereich durch Extrapolation nach hdheren Span- 
nungen hin zu iiberschreiten. 

Ist 6 <a, welche Bedingung bei unseren Versuchen erfiillt ist, so 
kann man den Anteil des 6-Prozesses an der gesamten Riickfiihrungs- 
gréBe bekanntlich dadurch erfassen, daB man y; = #/a zu dem bereits 
vorhandenen y,, hinzu addiert: 


te Vm ap Vi: 


Fiir a nehmen wir den Wert, der (B 7%)min entspricht, da wir in 
diesem Fall das minimale Magnetfeld zur Bestimmung von I” ver- 
wenden werden. Nach Gln. (5), (7) und (8) ist der Mittelwert 


aA seat bi 1 B? 
3° Vi te ~ m+ 10,3 Ex * 


Wiirden wir den se ip erreer Ast der Ziindkennlinie entsprechen- 
den Wert a@ annehmen, so wiirde an Stelle von 10,3 in diesem Ausdruck 
der Wert 7,6 erscheinen. 

Unter Verwendung von Gl. (2) und des gaskinetischen Wertes der 
mittleren freien Weglange von Argon 4 = 1/27,2- # und der Korrektur- 
groBe n = 4 (s. unten), erhalt man 


4D 
vi = 0,018 (0; — 17,3) as (14) 
In der folgenden Tabelle sind die nach Gl. (12) und (14) berechneten 
Werte »; p und ym n - in Abhangigkeit von U; zusammenge- 


stellt. Dabei wurde /, = 0,9, w =0,35 und vy = 10 gese 


* Als Grund wird Verschiedenheit der Elektroden besonders hinsichtlich 
Oberflachenstruktur und Gasbeladung angenommen. 
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SS 


U; [kV] 2,5 3 4 5 
——— 

Vo 0,18 0,21 0,27 0,33 

Ym 4/4.D 0,57 0,66 0,85 1,04 

yi 4/4 D 0,59 0,67 0,83 0,96 


_ Wie man sieht, sind y,, und y; etwa gleich groB und wachsen beide 
in etwa demselben Mae mit der Spannung. Da sich beide Groen in 
unserem Versuch nicht trennen lassen, setzen wir 

und versuchen y,, zu ermitteln. 


Bestimmung von Ym. 

Zu diesem Zweck stehen uns die Messungen von (B 7%)min zur Ver- 
fiigung in Verbindung mit Gl. (8), in der wir 1 neben 1/J” vernach- 
lassigen kénnen, so daB wir 

1 A 
2V9° fm: wv4aD 
erhalten. Tragen wir die Werte (B 7%) min aus Abb. 7 in Abhangigkeit 
von lgA/4D auf (Abb. 14), so sehen wir, daB (B 7%) min bei kleinen 
4/4 .D annahernd konstant ist. Bei 4/4 D zwischen 1 und 10 biegt 
die Kurve um in einen mit InA/4D_ linear ansteigenden Teil. Der 
4/4 D-Bereich, in dem die Kurve umbiegt, entspricht ungefaéhr der 
Zahl »v der Reflexionen, die ein Elektron an der Kathode im Mittel 
ausfiihrt, ehe es von dieser wieder aufgenommen wird. Genau kann 
man diese Zahl aus den (B 7%) min-Messungen nicht ermitteln, weil wohl 
Ym, Nicht aber y; von v abhangen. Die Diskussion der Unin-Werte 
weiter unten wird w vy = 5 ergeben. 

Extrapoliert man den gradlinigen Teil der Kurve Abb. 14 nach 
(B rx\min = 0, so findet man als Ordinatenschnittpunkt 4/4 D = 2,5. 
Daraus folgt, da in diesem Fall das Argument des Logarithmus = 1 ist, 
unter der Annahme /, = 0,9 und wy = 5 : yp = 0,29. 

Wie die Tabelle zeigt, entspricht dieser Wert durchaus der Er- 
wartung, wenn U; = U gesetzt wird. Da aber der iiberwiegende Teil 
der Ionen in Anodennahe gebildet wird und die Drucke sehr niedrig 
sind, ist man hierzu berechtigt. Aus der Neigung des geradlinigen Teiles 
der Kurve Abb. 14 kann ferner die Korrekturgr6Be  ermittelt werden. 
Man findet = 4,9. Nach dem frither Gesagten entspricht auch dies 
der Erwartung. 


(B Thee = N° AS) : /Viln 


Parabelgesetz. 

Wie erwahnt, steigt die Ziindspannung in dem steil verlaufenden 
Teil der Ziindkennlinie starker als mit (B 7)? an. Es ist zu vermuten, 
daB dies eine Wirkung der Zunahme von yp mit der Spannung ist. 
Nach Gl. (6) und (12) ist 


Acta Physica Austriaca. Bd. VII/3. 18 
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(Bry)? 0°7,6 eee, | 
———— = — In —— —~—In—}- 

U In7rp/ral 2vw4D Yo 
Fiir eine Parabel im Kennlinienfeld ist 2/4 D = const. [1]. Diese Be- 
dingung kénnen wir auch annahernd auf den steilen Teil der Zind- 
kennlinie anwenden. Wir erhalten dann fiir die Differenz der Werte 
(B rx)2/U an zwei Stellen 1 und 2 dieses Teiles der Ziindkennlinie 


(Bre)? a Eo) Cs n-7,6 in 20h 
U th UP bbs Ott Vala evans 


7000 Geauss-lin 


Abb. 14. Minimales Magnetfeld (B r,),,;,, in Abhangigkeit von 4/4 D. Rohr J, Argon. (A= mittlere freie 
Weglange, 4 D = Zykloidenbogenlange in Kathodennahe.) 


Es ergibt sich z. B. aus den Messungen an Rohr JJ in Abb. 5 bei 
p = 8- 10—® Torr fiir die Spannungen U, = 5 und U, = 20kV fiir die 
linke Seite dieser Gleichung 12,0 (Gau8 cm)?/Volt. Berechnen wir 
andererseits yp, und 9. nach Gl. (12), so erhalten wir, da 7; und 7g ge- 
geben sind: = 2,0. Eine andere Moéglichkeit als die, unsere Ver- 
mutung durch die Ermittlung von 7 zu kontrollieren, ist leider nicht 
gegeben. Der erhaltene Wert von x ist zwar niedriger als der oben aus 
den (B 7%) min-Werten ermittelte. Das kénnte seinen Grund darin haben, 
daB in dem Bereich des parabolischen Teiles der Ziindkennlinie héhere 
Elektronengeschwindigkeiten V2, als im Bereich des Minimums der 
Zindkennlinie vorliegen. Die Jonisierungswahrscheinlichkeit nimmt 
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aber gerade in dem Bereich zwischen der Ionisierungsenergie (15,7 eV) 
und 100 eV bei Argon stark zu. Dieser Energiebereich wird aber beim 
Ubergang vom Minimum zum parabolischen Teil der Ziindkennlinie 
durchlaufen. 

Einen etwa ebenso groBen Wert x erhalten wir, wenn wir das Parabel- 
gesetz hinsichtlich seines Parameters priifen. Zu diesem Zweck be- 
rechnen wir zunachst die GréBe J fiir die Zindkennlinie bei 
p =8-10~-* Torr. Unter Zugrundelegung des bei 5 kV gemessenen 
(B rx)?/U = 56 (GauB cm)?/Volt und der Beziehung p A = 0,037 ergibt 
sich 4 D/A = 8,6- 10—* und daraus nach Gl. (15) und (12) In 1/I” = 8,2. 
Daraus folgt » = 1,6. 

Da die Gré8en und J" auch bei gegebenem Druck keine Konstanten 
sind, sondern beide von U und B abhangen, hat die gemessene Kenn- 
linie nattirlich auch in dem steil abfallenden Teil eine etwas andere 
Form als die in Abb. 10 berechnete. Insbesondere ist der Ubergang 
von Uni, Zam parabolischen Teil wegen der dabei vorhandenen starken 
Anderung von x im Experiment verschliffener als er unter der Voraus- 
setzung = const. berechnet wird. Die Ziindkennlinien (Abb. 6) 
steigen, von U,i;, kommend, zunachst fast senkrecht an, um dann erst 
dem durch das spannungsabhangige y ) modifizierten Parabelgesetz 
zu folgen. 


Fall 2; Die Elektronen werden durch IonenstoB an den Endflachen 
des Kathodenzylinders in Freiheit gesetzt. Wie oben ausgefiihrt, kann 
das Elektron den Entladungsraum in seiner ganzen Lange / durcheilen. 
Es ist also jetzt die Wahrscheinlichkeit, daB es wahrend seiner Lebens- 
dauer ionisiert und damit frei bleibt durch das Verhaltnis //A an Stelle 
von 4 D/A gegeben. Wir erhalten also analog zu oben 


l 
YE=JE Yo 05 (16) 


Hier ist fe der prozentuale Anteil der auf die Endflachen fallenden 
Ionen. Es ist zwar fg bei unserem Versuch gleich 0,1, das heiBt eine 
GréBenordnung niedriger als /,,. Dafiir ist aber / im Minimumbereich 
der Ziindkennlinie um mehr als zwei GroBenordnungen gréBer als 4 D. 
Bei Rohre J ist / = 4 cm; andererseits ist bei U = 2000 V_ und 
Br, = 2000 GauB cm: 4D = 1-10-?cm. Aus diesem Grunde tber- 
wiegt im Minimumbereich die Wirksamkeit der Elektronenauslésung 
an den Endflachen diejenige an der Mantelflache. 

Eine analog zu oben durchgefiihrte Abschatzung des Einflusses des 
B-Prozesses im Minimumbereich, die wir nicht ausfihrlich wiedergeben 
wollen, zeigt, daB y; = 6/a in diesem Gebiet etwa 20% von yz betragt. 
Wir lassen daher diesen Einflu8 zunachst unberiicksichtigt. Zur Be- 
stimmung von yg tragen wir die Minimalwerte Umin als Funktion von 
lg A/l auf (Abb. 15) und verwenden Gl. (10) und (16): 


iA 
UO min =n (in i V; E othe + In | (17) 


a [EY yw 1 
18* 


Abb. 15. Minimale Ziindspannung U 
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Der erste Term stellt die bei hohen Drucken (A// ~ 1) vorhandene, von 
4 unabhangige Minimalspannung dar; der zweite die durch den Wieder- 
aufnahmeeffekt verursachte Zunahme der Minimalspannung bei / < 1. 
Entsprechend dieser Zerlegung der Ziindspannung in zwei Anteile 
idealisieren wir die gemessene Kurve, wie in Abb. 15 gezeichnet, zu 
zwei geraden Kurvenstiicken. Fiir den Knickpunkt, der bei A// = 5 
liegt, ist der zweite 
a7 == e Term Null. Daher yw=5. 
| Wir nehmen fiir die 
Ionisierungswahrschein- 
lichkeit den Wert w= 
= 0,35 an, der im Mittel 
an Argon im Energiebe- 
reich 30 bis 500 eV ge- 
messen wird. Das Elek- 
tron nimmt beim Durch- 
schreiten des Entla- 
dungsraumes in axialer 
Richtung solche Ener- 
giebetrage an. Dann 
folgt die fiir die Zahl 
der Reflexionen an der 
Kathode, die das Elek- 
tron im Mittel ausfithren 
kann: 9) == 14.4 Dieser 
Wert ist plausibel. Er 
bedeutet einen Refle- 
min in Abhingigkeit von aj. Xlonskoeffizienten von 
(A= mittlere freie Weglange, /= Lange der Kathode.) Rohr J, Argon. 0,93 bei Energien von 3 
bis 6 Volt (Austritts- 
energie), was annahernd mit den Angaben in den Gasentladungs- 
tabellen [7] tibereinstimmt. Wiirde man versuchen, die Messungen 
von Umin durch eine Auslésung der Elektronen an der Mantelflache 
erklaren zu wollen, so kame man auf den unwahrscheinlich hohen 
Wert v = 3000. 

Der Ordinatenschnittpunkt des nach U;ix = 0 extrapolierten A-ab- 
hangigen Teiles der Kurve Abb. 15 liegt bei A// = 0,2. Daraus folgt 
mit fe = 0,1 und »w = 5 :y9 = 0,40. Dieser Wert ist etwas gréBer 
als der aus (B 7%) min ermittelte. Der Unterschied kann durch die Ver- 
nachlassigung des Einflusses des -Prozesses verursacht sein. 

Aus der Neigung des A-abhangigen Teiles der Kurve Abb. 15 kann 
man wiederum die GroBe » bestimmen. Man erhalt unter Anwendung 
von Gl. (17): 7 = 3,7, also einen Wert, der mit den oben ermittelten 
annahernd iibereinstimmt. 

SchlieBlich ist noch interessant zu erfahren, in welchem Zustandsbe- 
reich U—B 7, Fall 1 und in welchem Fall 2 vorherrschend ist. Zu diesem 
Zweck bestimmen wir diejenige Kurve im U — B 7;-Diagramm, auf der 


2000 bo/t 
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Ym + Yi ? Ym = VE 
ist. Unter Verwendung von Gln. (12), (16) und (2) ergibt sich 


E 
8- fn D = 8° 11,38 fn 5 = fel. (18) 


Diese Gleichung stellt im Kennlinienfeld eine Parabel dar. Sie ist, mit 
den Daten unseres Versuches berechnet, in Abb. 6 eingetragen und ent- 
spricht unseren Erwartungen. Besonders interessant ist aber der Ver- 
lauf dieser Parabel in Abb. 8 (strichlierte Kurve JJ). Hier handelt es 
. sich um die Messungen von PENNING an dem im Verhaltnis zum Radius 
langen Rohr. Es sind zur Berechnung der Parabel der von PENNING 
angegebene Wert fz = 0,01 und die geometrischen Daten seiner An- 
ordnung benutzt worden. Es folgt im Einklang mit allen iibrigen Er- 
gebnissen dieser Arbeit: In dem Gebiet links von dieser Parabel [Gl. (18) ] 
bestimmen die Elektronenauslésung durch IonenstoB an der Mantel- 
flache der Kathode und der £-ProzeB im Gasraum den Entladungs- 
aufbau. Nach Durchlaufen des ersten Minimums bei kleinen B d- 
Werten steigen die Ziindkennlinien wieder an, wie es dem Mechanismus 
Ym + yi entspricht. Im Gebiet rechts von dieser Parabel ist der Vorgang 
der Elektronenauslosung an den Endflachen bestimmend. In der Tat 
biegen die Ziindkennlinien in der Nahe der Parabel um und gehen tiber 
ein Maximum zu dem zweiten, niedrigeren Ziindspannungsminimum 
liber. Dieser zweite Minimalwert ist offenbar der gleiche, der mit unserer 
kiirzeren Elektrodenanordnung als einziger und durch den Ausl6se- 
vorgang an den Endflachen der Kathode bestimmter Minimalwert der 
Ziindspannung erreicht wird. 

Selbstverstandlich spielen neben den genannten tragererzeugenden 
Prozessen auch alle tibrigen in Gasentladungen ohne Magnetfeld bei 
hdéheren Drucken vorkommenden Prozesse (z. B. Photonensto8, stufen- 
weise Ionisierung, St6Be zweiter Art, insbesondere durch Metastabile) 
grundsiatzlich eine Rolle. In welchem AusmaB allerdings, kann zur Zeit 
nicht angegeben werden. Immerhin scheinen die quantitativen Er- 
gebnisse dieser Arbeit dafiir zu sprechen, daB die wirksamsten Prozesse 
bereits beriicksichtigt wurden. 

Herrn cand. phys. H. BIRKENSCHENKEL danke ich auch an dieser 
Stelle fiir wertvolle Hilfe bei der Ausfithrung der Experimente. 


Graz, RechbauerstraBe 12. 
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(Eingelangt am 23. Januar 1953). 


Die Anwendung der Bosez-Statistik auf virtuelle Mesonen erlaubt eine Ab- 
schatzung der héheren Naherungen des Wechselwirkungspotentials zwischen 
Nukleonen. Die iiblichen Ultraviolettkatastrophen treten nicht auf, so daB die 
Selbstenergiebeitrage endlich bleiben. 


Wir verwenden natiirliche Einheiten (A = c= 1). Die Entropie S 
ist gegeben durch S = k ln W, wo k die BottzMannsche Konstante und 
W = II W, die thermodynamische Wahrscheinlichkeit bedeutet. W, be- 


Ss 
zieht sich dabei auf die s-te Schale des sechsdimensionalen Phasen- 
raumes. In der BoseE-Statistik ist 


W, =Ze!|(IDZps!); (1) 


dabei ist Z; die Anzahl der Zellen in der Schale s und Z,, die Anzahl 
der n-fach besetzten Zellen der Schale. Die Forderung, daB S ein 
Maximum wird, fiihrt mit den Nebenbedingungen 


> bi = Sh SOM, I Nee Lua GONSta Ul =n Lathe — CONSE: 
n n,s nS 


Zu (2) 
Ne = >) nZqs = Z.|(e°+ s — 1), (3) 


wobei N, die Anzahl der Teilchen und u, die Energie eines Teilchens 
in der Schale s bedeuten. a und 0 sind Integrationskonstanten, welche 
durch N und U bestimmt sind. 

Der Austausch eines virtuellen Mesons laBt sich durch die Be- 
rechnung der zweiten stérungstheoretischen Naherung angeben und 
liefert zum Potential V (x) eine bestimmte FourIER-Komponente Az, 
so daB wir fiir dieses erhalten: 


ae ies ee 
J (x) => | Ceara File (4) 


* Herrn Professor Dr. Victor F. Hess zum 70. Geburtstag gewidmet. 
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Um Vielfachprozesse von virtuellen Mesonen beriicksichtigen zu kénnen, 
fiihren wir folgende Hypothesen ein: 

Der Ubergang von Nx Mesonen mit dem Impuls & soll zum Potential 
eine FourRtER-Komponente N, A, liefern (J). Die Besetzung des Phasen- 
raumes durch die virtuellen Mesonen mége durch eine BosrE-Verteilung 
gegeben sein (IJ). (I) bedeutet, daB sich die Stérungsenergie aus den 
Beitragen der einzelnen virtuellen Mesonen linear zusammensetzt. 
(IZ) erscheint dadurch gerechtfertigt, daB die Vielfachheit der Uber- 
gange eine BosE-Gesamtheit bildet. Zur Berechnung der wahrschein- 
lichsten Impulsverteilung machen wir noch folgende Voraussetzungen: 

Die Gesamtenergie U soll endlich sein und einen festen Wert be- 
sitzen (IIa). Die Anzahl der virtuellen Mesonen soll ebenfalls endlich 
sein und einen festen Wert besitzen (IIb). Die Endlichkeitsforderung 
von (IIb) ergibt sich fiir Mesonen aus (IIa) wegen der endlichen Ruh- 
energie der Mesonen. Fiir Photonen ist sie durch die geringe Wahr- 
scheinlichkeit von Vielfachprozessen begriindet. 

Wir wollen nun das Potential zwischen Nukleonen berechnen, das 
durch den Austausch virtueller Mesonen vermittelt wird. Dieses Poten- 
tial ist in zweiter st6rungstheoretischer Naherung gegeben durch 


dash ei (kx) 
5 
i aaa e| eae (5) 
b bedeutet die Masse des Mesons. 1. (5) beschreibt das durch ein 


Te vermittelte Potential. Sind nun “die virtuellen Mesonen gemaB 
der BosE-Statistik verteilt, so geht Gl. (5) mit Hilfe von Gl. (3) uber in 


ae ce 1 
V (x) =—4af? = : (6) 
(22)3 k2+ Ww? ebta Vet y 
Zunachst erhalten wir fiir V (x) eine untere Grenze: 
—uyr 
V (x) = ay fig 7x) a. (7) 


Dabei wurde (e8+4 — 1) c = f? gesetzt. Die Selbstenergie ist durch 
V (0) gegeben: 
ak 1 


V (0) = —4af2 “i | 
( ) i (22) (Rk? + u?) (erie Vere i, 1) 
Mit d3k = 27 |k|2d|A|sin 0d 9 und a|/[k\? + uw? = x erhalten wir 


2}? (aa ju/X) 
TA . Go| 

au 

Identifizieren wir V (0) mit der Ruhenergie der Nukleonen, so wird 

au <1. Unter der Annahme e? > 1 erhalten wir dann aus Gl. (8): 

2f2 { dx De gn OE ron. aay 

os, | ebt* 1 Ta. 1% ae ) é 

0 


V (0) = (8) 
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Setzen wir c ~1 und w/M = 0,15, so wird die letzte Gleichung mit 
am r 0,12 erfillt. 

Die Daten des Deuterons werden aber durch Gl. (7) nicht richtig 
wiedergegeben, da das YuKAWwA-Potential des 2-Mesons eine zu groBe 
Reichweite liefert. Wir werden daher von der Annahme V (0) = — M 
abgehen und iiber den Parameter a@ so verfiigen, daB8 er einen ver- 
ninftigen Verlauf der Kernkrafte garan- 
tiert. Nehmen wir @ in der GroBe des 
klassischen Elektronenradius a= a/m, 
an (a... Feinstrukturkonstante), so er- 
halten wir fiir den Potentialverlauf einen 
geglatteten Potentialtopf, wie er in Abb. 1 
dargestellt ist. 

Im elektromagnetischen Fall lautet 
das von einem Photon vermittelte Poten- 


fa ----- =f, tial: 
Abb. 1. v-Abhangigkeit des Wechsel- 4 
wirkungspotentials zweier Nukleonen V rah ak e (kx) 
(a = 2,8. 10— 8 cm). ( ) == A oF Ag ms Re - (9) 


Die Beriicksichtigung von Vielfachiibergangen fiihrt mit Gl. (3) zu 


Gh eNe) 1 
ie = 4a] (27)? k? eb+elel— 1 eo 
ay bedeutet das Quadrat der ,,nackten‘“ Elementarladung. Fiir a |k| < 1 
soll die M@LLER-Formel richtig bleiben, das heiBt es muB gelten: 
Gg (@ —= 1) = "=, (11) 
wo a die Feinstrukturkonstante bedeutet. Mit 


1/ (e2+4!l — 1) = Se" (6+. al) 


: 1 
wird 


AV (r) = — et sh mf d |h| [Rl (ele File) eek won ya 


mir — 
1 0 
AV (v) a Ny ee 12 
TT ace (7? + n? a?) © a 
heel nae 7 : 
Wegen A = ae oa 1aBt sich Gl. (12) leicht integrieren: 


; 2 % 
ae) a D>? ner arctg ——. (13) 
na 


Ty — 


7 ‘iis 
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: ‘ if 1 
Ist. speziell y >> a, so wird arctg — ——z und 
NMA 2 
jee) 


Vile ).s= (aqir) gs Hie" (air) 2? (e? —1)=2. 


1 


~ Daraus folgt mit e? > 1 und Gl. (11): 


reir fiir r>a. (14) 


‘Fir > a bleibt also das CouLomB-Potential erhalten. Fiir die Selbst- 


a. AY 


energie des Elektrons U (0) bekommen wir aus Gl. (11) und (13) einen 
endlichen Wert: 


pe 
a 2a a 
Fj Veta 8 
TA a eee == TW Gee 
1 


m, ist die Elektronenmasse. Wir erhalten somit fiir a: 
a = (2/2) %, (15) 


~ Wo 7% =a %, den klassischen Elektronenradius bedeutet (7) =h/(m.c)); 
_ oder numerisch: 


a) Sn 


‘ 


a = 1,79: 10-8 cm. (16) 


Sind die virtuellen Teilchen nicht Bosonen, sondern Fermionen, so 
ist das Impulsspektrum dieser Teilchen durch die FERmtI-Statistik 
gegeben. Ihre Anzahl N;, pro Zelle der k-Schale ist also bestimmt durch 


Nz! = exp (6+ am) + 1. (17) 


Es lautet daher z. B. die S-Funktion: 


d4p elke 1 
ae L (222)! RuYu-mertah 4 41° (18) 


_ Dadurch wird die Selbstenergie des Mesons, welche durch 


- [ae aysots. (x—y) OS, (y—x)O} P(x P(y) (19) 


_ gegeben ist (0... Dirac-Operator, der von der Art der Wechselwirkung 
_ abhangt), endlich, da die bekannte Ultraviolettkatastrophe verhindert 


_ wird. 
Ergebnis. 
Die Beriicksichtigung von Vielfachprozessen virtueller Mesonen 
liefert fiir die Wechselwirkung zweier Nukleonen einen geglatteten 


in oe ee Be 


Potentialtopf. Das Potential ist im Nullpunkt endlich, es treten also 


keine Selbstenergieschwierigkeiten auf. Die Beriicksichtigung von 


' Vielfachprozessen virtueller Photonen modifiziert das COULOMB-Potential. 
_ Das neue Potential geht fiir 7 >> 7) in dieses tiber und ist im Nullpunkt 


— 
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endlich. Auch die Mesonselbstenergie wird endlich, wenn man fiir das 
Impulsspektrum der virtuellen Nukleonen eine FERmt-Verteilung an- 
nimmt. Die obigen Gleichungen sind nicht lorentzinvariant, fiir die 
Berechnung des statischen Wechselwirkungspotentials aber  hin- 
reichend. Hingegen ist auch eine lorentzinvariante Formulierung durch- 
fiihrbar, da ja auch die Statistik lorentzinvariant formuliert werden 
kann!. Die Zuverlassigkeit der erhaltenen Resultate hangt schlieBlich 
davon ab, wie weit die statistische Verteilung virtueller Teilchen 
realisiert ist. 


Herrn Dr. W. THIRRING méchte ich fiir eine Diskussion herzlich 
danken. 
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Introduction. 


v. KARMAN and Rusacu (1912) had shown that, when subjected 
to a two-dimensional infinitesimal displacement, a double row of 
vortices is unstable unless some particular geometrical conditions regar- 
ding the distance between the rows and the distance between two 
consecutive vortices are satisfied. In the calculation each vortex 
undergoes a small initial displacement parallel to itself. There were 
many papers published on this subject after the one mentioned above. 
Only a few, the most important ones, willbe briefly discussed below. 

WINTNER (1929) in a short note suggested that his previous work 
(1926) on a k-fold infinite linear system of differential equations 
could be amplified to treat the stability of the BENARD-KARMAN 
vortex street. GOLDSTEIN (1938) mentioned the works of SCHMIEDEN 
(1936) whose reasoning was as follows: 

The stability of a mechanical system is usually investigated in this 
way, that one introduces into the system in its equilibrium state some 
small deviations and preserves in the equations of motion only the 
terms of the first order in the initial displacement. If the disturbances 
calculated on the basis of these equations decrease with time or at 
least are not larger than the initial disturbances, then the system is 
said to be stable. In this method one presumes a priori, that the terms 
of higher order, which positively can be neglected at the beginning of 
the process, remain small to the higher order during the entire 
disturbance process. This assumption is plausible but not always 
fulfilled. .SCHMIEDEN showed that by taking into consideration the 
terms of higher order there will be a weak instability for certain finite 
disturbances, even when the spacing ratio has the value given by 
v. KArMAN. In particular this is true for a disturbance in which initially 
every alternate vortex in one row is moved the same distance per- 
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pendicular to the row, the positions of all the other vortices being 
unchanged. For certain particular initial displacements, in which 
alternate vortices in each row all have the same displacement (so that 
the whole street is divided into four sets of vortices), the later forms 
assumed by the street have been calculated. These particular calculated 
forms of the street have not been observed. 

KocHIN (1939) proposed a certain modification of the definition of 
the stability of the vortex street. He stated that von KARMAN Ss 
condition of stability is only necessary for the stability. In fact, 
von KArMAN obtained it by consideration of a special kind of dis- 
placement supposed to be infinitely small, so that in the equations of 
the disturbed motion of the vortices terms of the order higher than the 
first could be omitted. At first KocHIN made the following preliminary 
remark: ,,Consider two chains of vortices. It is said that the motion 
is stable, if after arbitrary (small) displacements of all or some of the 
vortices at an initial moment all vortices will remain at all subsequent 
times in the neighborhood of the positions which they should have 
occupied were the motion to proceed undisturbed. Otherwise the 
motion is said to be unstable. Under this general definition of stability 
the instability of VON KARMAN s vortex streets may be easily established 
without any calculations. Indeed, displace all vortices of one of the 
chains by one and the same small quantity in one and the same direction. 
Then all vortices of both chains will proceed to move with one and the 
same velocity differing from the velocity of the undisturbed motion 
either in magnitude or in direction, and it becomes clear that all vortices 
will gradually move with small, but constant, velocities away from the 
positions corresponding to the undisturbed state. The motion proves 
thus to be unstable. It is, however, obvious that the configuration of 
the system will be preserved. Therefore, we change the definition of 
the stability of von KARMAN’s vortex street in the following manner. 
We shall call a system of vortices stable, if for any arbitrary small 
positive number e such a positive number 6 can be found that after 
any displacement of the vortices not exceeding 6 the motion will proceed 
in such a way that the distance between any two vortices will always 
differ from their distance in the undisturbed state by no more than «. 
We shall show that voN KARMAN’s condition is not sufficient for the 
stability. Namely, we shall show that VON KARMAN’s vortex streets 
are unstable systems, if we consider the displacements of the vortices 
as arbitrarily small, but finite quantities and take the equations of the 
disturbed motion of the vortices in their complete form. KocHIN 
proved the instability of VON KARMAN’s streets in the sense of LIAPUNOFF. 

MAUE (1940) derived the entire family of stable (in von KARMAN’s 
meaning) vortex systems. The von KARMAN’s vortex trail seems to be 
only a particular case of the previous ones. DOLAPTSCHIEW published 
several papers on the problem in question. His most recent paper (1951) 
contains the stability considerations in the sense of Kocurn. ,,CODDING- 
TON’s (1952) considerations center about a k-fold infinite linear system 
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of differential equations. The paper marks the first time that the 
stability of the vortex street has been treated in terms of the full infinite 
system of equations for small displacements. Before entering into the 
hydrodynamical stability problem, the author considers a class of 


infinite systems of differential equations of the form E = A &, where A 
is an infinite constant matrix with certain prescribed properties and 
—— & (t) =e, (t)) is an infinite vector with k-dimensional vector 
én = (En), t= 1,..., &, as elements. 

He shows that even in KARMAN’s sense the vortex street is unstable 
with respect to arbitrary initial disturbances. However, the author 
displays a wide class of finitely normed initial displacements for which 
the KARMAN criterion is sufficient as well as necessary for stability. 

In the present work the author extends voN KARMAN’s considerations 
as presented by Lams to the case of a vortex trail in the range of a 
compressible fluid. A very ideal case of the structure of the vortex 
trail is assumed: each vortex possesses the same magnitudes of the 


circulation and of the expansion (or divergence of the velocity). In 


order to obtain a clear picture of the entire scale of proposed stability 
criteria in compressible fluid regime, the author preserves the sequence 
of considerations identical to that one followed in incompressible fluid 
regime, whose history was outlined above. Whence in the present 
paper the voN KARMAN’s criterion of stability is assumed as the basis 
of the analysis. In another paper to be published in the future the 
criteria proposed by other authors will be discussed with reference 
to compressible fluid regime. The author repeats that, although 
von KArMAN’s result is open to discussion, his path of reasoning will 
be followed here in order to obtain a clear picture of the influence of 
compressibility upon all the phases of the phenomenon of stability. 


1. Fundamental Equations. 


1.1. Two-Dimensional Vortex System. 


Assume a two-dimensional flow with vortices (called vortex system) 
in a two-dimensional infinite {x, y}-space. The following assumptions 
are made: (a) the vortex-lines are straight lines perpendicular to the 
{x, v}-plane; (b) the vorticity w, defined by the formula w = v,,—w,y, 
and the so-called “expansion, 2’ or divergence of the velocity, 
uiz (¢ = 1, 2), vanish beyond some finite distance of the origin. Under 
those assumptions HELMHOLTZ (LAMB, pp. 201, 208) derived the following 
formulas for the velocity components of the motion: 


u=——®D,—W¥,; v=—@,+"¥,, (ist) 
the functions ®, Y, being subject to the equations: 
V 2S = — 2, ae 0, ee 0/1. (1.2) 


and to the proper boundary conditions. The symbol D/D? denotes 
the sum 0/d¢ + u d/ax + v @/ay. As an example, consider the isentropic 
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flow, i. e., =o o*,o and k being constants. Then the following: 
relation is valid: 


op ot = PMA = (1 M209, B= (k—1), My =a, 


2 
(1.1.3}) 
with w? = u? es v2, and Cy denoting the speed of sound in the conditions; 
at rest, i. €., Cg? = k R To, where R is the gas constant in the equaneg 
of state p= RoT. Using (1.1.3) one easily gets: 

Q = — (1b Mg 2)—1 [ (Mo?) 4 + (MQ”),, v]- (1.1.4), 
| 
Inserting (1.1.1) = (1.1.4) into (1.1.2) gives the formula: | 
1 

V2 D— = f-* [(My?),2 Bx + (Mo), Py] = 
; (1.1.5) 


3 sh [(M,?),« Py— (My”),y ¥ «1. 


1.2. Solution of the Equations and Boundary Value Problem. 


Equations (1.2.2) for ® and W are of a similar form V,? /; =F; and 
can be treated simultaneously. Two cases will be discussed. 

(1) In case one is allowed to assume that the functions F; are func- 
tions of independent variables {%, y} only, the above equations are the 
PoIsson’s equations in their simplest forms, whose solutions are: 


is aay | f ay Inv dé dn + fio; 1 LD de Fi =— 27,0’, 
; (1.2.1) 


where the complementary functions /i9 may be any solutions of V,? f;= 0, 
and where the symbol F;’ denotes the values of the functions F; at 
the point P’ (&,7) and the symbol 7 the distance between the points 
P (x,y) and P’ :72 = (x— &)?+ (y—vyn)*. The integration should 
be performed over the entire domain G of the flow having the boundary 
curve I’. 

(2) In case the functions F; are functions of /; and their derivatives 
(first or of higher order) one may seek the solution by means of GREEN’S 
function. Assume a sufficiently small domain G in a two-dimensional 
{x, y}-space with a smooth boundary I’ or alternatively a sufficiently 
large domain G if the coefficients in F; are small enough. Given the 
differential equations V,? /; = F;, we assume that F; are decent func- 
tions, continuous on G and continuously differentiable in their arguments. 
We seek the solution of the boundary value problem V,? /; = F; in G, 

= 0 on I’, by successive approximations. If f; = f(s) on I’, one 
may subtract any functions with boundary values f; (s) on I’. This 
changes only the expressions for F;. Thus, without a loss of generality, 


ee ea 
. 
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one can assume /; = 0 on J. Let the symbol K (x, y; &,) denote the 


_ GREEN’s functions of the equations V,?/;=0 for the domain in 
_ question vanishing on the boundary J” of G. Piccarp’s method of 


~~ . 


successive approximation as presented by Piccarp himself or in 


_ (COURANT-HILBERT or TAMARKIN-FELLER) can be generalized to a 


set of m partial differential equations, 0 < m < + 0. Below we shall 
briefly sketch an outline of the proof of convergence and uniqueness 


_ in that case assuming as the basis the proof given in (TAMARKIN-FELLER). 
_ We seek solutions in the forms 


fk=—(22) i [x (x,y: &,n) Fi’ (&,). dE dy + fio. 
. G 
Let «; denote a set of equations of the form: 


#:(P) = [ [ie (E, 9, Ui, Dis Gi, Vis Sr, 43) @E dy, (6 ==) Ht), 
6" (1.2.2) 


_ where 


hoe ae (x, nye Pi=Uizn G=Uiy, Ni=Uixs Si=Uixy K= Uiyys 
subscripts with a comma denote partial differentiation and G denotes 


_ the domain of integration (A B P in TAMARKIN-FELLER). Let uo), 
_ (2 = 1,..., m), be functions identically equal to zero, then if the integrals 
_ exist one gets: 


~~ = 


Hil) = [| Gi (E, 7, Uo), Pio), -- -) dE dy; (1.2.3a) 
“¢ 
P I 
Pica) — ge leg UE Uii0)> 2m DAOT Gi) -| Gag &, y, Uj(0), Bisse: nee 
B A 
(1.2.3b) 
P P 
iia) = [ (x, N, Uo), ---) AN; Sil) = ite (X, 1, Wid), ---) aN; 
B B 
(1.2.3c) 
Yin) = | G; cS UE Ui (n—1)> Pi (n—1) oan 4.) dé dy, sey (122-5d) 
J. | 
with analogous equations for ti), Pin), Jin), «++» tiny, etc. Following 


(TAMARKIN-FELLER), if M is some positive number, the conditions 
we have imposed upon G; imply that there exists a number K > 0 such 


- that for all 1;, i, qi, vi, etc., for which 


D 


max (ll, |P:|, 19:1, |r|, |si|, |ts]) < K, 
Gn Ga ys Gas Gps Gi, gis Gi ras =» 3(Gs, 2) ats (Gs, x), p03 - » 3 (Gi, y) a8 


2) 


288 M. Z. v. KRZYWOBLOCKI: 


etc., exist and 
max (|Gi|, Gg %\9 IG; y Gp ut» (Gey)ial, 22 2D |(Gi,y) ail, etc.) <M. 


By means of a reasoning similar to that in (TAMARKIN-FELLER) we 
obtain the result that | 


[Pi cny| < M1, gi (n)| IMEI 


a 6 


[sim] < ML, iti (my| < M1, | 


and that there must M/< K, MP < K. Applying the law of the 
mean, we have 


Uin+3) (P) — Wi (my (P) = [ | (se —Gion) a8 dn = 
SG bf 


= ype [ (44: (ny — Ui (n—1)) G ui t+ (Pitny — Pin—r)) Ge pit 
@ 4=i 


+ (Gi (mn) —- Gin—2)) Gig + (7i(my —%ien—1)) Give + ...] dE dy, (1.2.4) 


where the meaning of Coe etc., is the same as in (TAMARKIN-FELLER). 
Similarly we have: 


m 
| ti (n+-1) — Wi(ny| < u| spe (|i (n) — Hi (n—1)| + |Picmy — Pi~w—1y| + 
1 


+... +! tiny —bin—ay|) dé dy, (1.235) 
with analogous inequalities for |Piin+1) ew ifn 1) — 9icn)|, Piqm-1) — | 


Si = SiH) bi(nt etc. Letting 
Sane = sup ( (|u; (Cay ae Mitn—y| = i (Gh) ees Pi (n—1) | a= CE tei) aes Ji(n—1)| ae | 
+...+ ti(ny — ti(n—1)]), (1. 2.6) 
we have 
m m 


los (nt) — Hs ¢m| <_>) Sim MP, bim| <>, Sim MU, © (L2TP 
= | — 


etc. Adding the inequalities (1.2.7) gives as the final step: 
SoD Seve eo (1.2.8) 
i=1 


Restricting the domain G to values of (x, y) for which J is small enough 
that : 


D> Mil +5) =mM1(l+5) =<, 
t=1 


consider the infinite series 


Mi (0) + (Mi (1) — Ui (0)) + (Hic) — Miy) +... + (Hien) —Uiqn—ty)) + .-., 
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which is dominated by the convergent geometric series 
m 
Zz Sia (1 t+at+a?+...). 
i=1 
Whence we have a uniform convergence and the remaining part of the 
proof of existence and the proof of uniqueness are the same as in 


_ (TAMARKIN-FELLER). Thus we proved that the solutions of equations 


(1.1.2) may be represented in the forms 


k=—(Czx)— | | K F;' dé dn, 
Jos 
where the form of the GREEN’s function depends upon the domain G. 
In the present case this function is more or less arbitrary. Assume a 
circle of a very large radius R with the center at (&, 7). Then one has 


K(x, ¥; 6) = 1n(R/r), with rv? = (x — 6)? + (y—n)?, (BIEBER- 


BACH, p. 569), which function fulfills approximately the required condi- 
tions (it vanishes for 7 = R). 


1.3. Velocity Components. 


In the case of an unlimited mass of liquid, one may assume fio to 
be constants. Using the results of the previous Section, one easily 
obtains: 


fi,x = (2) | | r—* (x — &) Fi’ (&, 9) dé dn, 


6 
fi,y = (22) [| r—* (y —n) Fi’ (€, 9) 4 dn, (1.3.1) 
acG 
which implies that: 
w= en | | r—? [(x — £) 2 (E,n) —(y—n) w(&,n)]dEdy, (1.3.2) 


v = (22) [| r [(y—m) 2(&,) + (x—8)@(6,)] dE dyn. (1.3.3) 


Hence a vortex filament whose coordinates are §,7 whose strength 


is w and whose expansion is 2, contributes to the motion at (x, y) a 


_ velocity whose components are: 


uy == (2m)—1 7? [(x — £) 2(E,) —(y—n) w(E,m)],_ (1.3.4) 
v, = (2m)—*r-? [(y —9) 2 (€,n) + (x — 8) @(E,m)]. (1.5.5) 
This velocity is perpendicular to the line joining the points (x, y) and 
(€,) and its amount is , 
Ve =a NO 2. co?) (1.3.6) 
Below, an ideal vortex system will be assumed, namely, all vortices are 
supposed to possess identical values of w and 2. 
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2. Von Karman Stability Criterion. 


2.1. Single Vortex Row. 


Vortex filaments of strength w and expansion 2, whose coordinates 
are (&m, 1m) contribute to the motion of a vortex filament at (%p, yp) 
a velocity whose components are: 


m=+ 0 

U (Xp, Vp) = (22)-1 D7? [ (xp — Em) 2— (¥p— Mm) @], (2.1.1) 
ae 

U (Xp, Vp) = (22) =, v—2 [(¥p — 1m) 2 + (xp— Fm) @], (2.1.2) 


where m = p must be excluded from the summation procedure. Assume 
an infinite row of equidistant vortices, each of the strength wm and 
expansion 2, whose coordinates are (0, 0),(44,0), (42a4,0),... 
The distance a is assumed to be constant. One may assume in Equations | 
(2.1.1) and (2.1.2) the following values:  %, = %, Y¥p =p. Let us 
suppose now the vortex whose undisturbed coordinates are (&m, %m) = 
= (ma,0) to be displaced to the point (ma-+ Xm, Vm). The above | 
formulae give: : 
: 


dx, = (22)-} De. ¥m—2 [(%q — Xm — m a) 22 — (Vo — Ym) als (2. 1.3) 


at 
Jo — (20) 3, tm? [Yo— Ym) 2+ (%p— 4m —ma) or], (21.4) 


where 7m? = (%)— i yaaa a)? + (V9 — ¥m)?, and the summation : 
with respect to m includes all positive and negative integers, zero being | 
of course excluded. Let us order the polynomials in Equations (2.1.3) | 
and (2.1.4) according to the increasing powers of the displacement and. | 
let us apply “long” division of polynomials neglecting in the final | 
result the terms of the second order in the displacement, thus obtaining: | 
[— ma + (%p— %m)] : [m2 a®—2 ma (x%y>— %m) +...) = | 
= — (ma)~* — (ma)? + (%)— Xm) +. : 
and | 
[Yo— Ym] : [m? a? — 2m a (x) — Xm) + ...] = (ma)—* (Yo— Ym) + ... | 
This technique gives the expressions: | 
dX, q F E 
ap = (2a)? DS", (ma)-1 Q— (ma)? [(xp— xm) 2+ (Yo— Ym) 00} }, 
(2.1.5) 


d y 
Yo in! (22)—1 N 


d. t LL 


{(m a) [(Y9— Ym) Q— (9 — Xn) ©] — (ma)—2o}. | 


(2.1.6) 
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_ In the summations the vortices are to be taken in pairs equidistant 


_ from the origin; then the terms containing the expression (m a)—} 


will cancel one with each other. Consider now a disturbance of 
the type 

"3 Xm = aexp (img); Vm = Bexp (im@), (2.1.7) 
where g may be assumed to lie between 0 and 2 m. After some 
elementary calculations, one finds 


da ap 


HAG + eB); a A(2b—ea), (2.1.8) 


_ where the symbol A denotes the infinite series 


= (nat)—1| Oooo _ (i—cos2q) , (1—cos3¢) 4 | 


12 | 22 1 32 oe | ’ 
(2.1.8a) 
which may be represented in the form (Lams, p. 226): 
A= (42 a?)—1 (22 — 9). (2.1.8b) 


_ The system (2.1.8) is a system of two ordinary homogeneous linear 
_ differential equations of the first order in a and ~ with coefficients 


ie tek ek 


ey ee Pe ee ee NE ER Eee Pee NN Pe ee a ee 


being constant. The solution follows standard procedure (KAMKE, 


_p. 611). The roots of the equation 


tao, 
xs —B A—dg, 
with A=AQ, B=da, are o, = + (A? + B*)%. The system of 
equations in unknown 41y, a2, v = 1, 2, 
(— A —o,)m,— Baz, = 0, (2.1.10a) 
) —Ba,+(A—a,) a2, = 0, (2.1.10b) 
has the solution a,, = {(A —o,), B},m,» = 1,2. Thus the general 
solution is 


1 (A2—2g, 8) — Beg) 


a = hy Gy, Xp (0, t) + Mg Gy EXP (04 t), (2.1.11a) 

' B = hy dg, EXP (6, t) + Ie Ap EXP (G2 t), (2.1.11b) 

h,, (i = 1, 2) being arbitrary constants. With h, = h, = 1, one gets: 

a = (AQ —o,) exp (o,t) + (AQ@—o,) exp (ot), — (2.1.12a) 

B = dq [exp (0, t) + exp (a, 8). (2.1.12b) 

The arrangement ee be considered to be unstable, the disturbances 
ultimately increasing (a, 8, ~ -+ 0) when ¢ > o. 


2.2. Symmetrical Double Row. 


_ Proceeding next to the case of the symmetrical double row, the 
Bee tions at time ¢ of vortices in the upper and lower rows may be 
taken to be: 


ma + Ut+ ins By-k i+ a), and (nat 014 a 5 by -vi+y'), 


19* 
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respectively, where a, is assumed to be constant, U and V denote the 
general velocity components of advance of the system along ~%,- and 
y,-axes, respectively, and + 1/2 b) denotes the initial position (at ¢ = 0) 
of vortices on two lines parallel to x-axis. The origin is in the plane of 
symmetry. The component velocities of a vortex in the upper row, 
e. g. that for which m = 0, due to the remaining vortices of the same 
row, will be given as before by Equations (2.1.5) and (2.1.6), where 


the sums Di) (m a)—! may be omitted. The components due to the 


™m 
vortex of the lower row will be (in this row w has the opposite sign): 

(270)! ry [(% — Xn’ — 1 a) 2 + (VYg— Vu + 5) w], 

(220)—* tu? [(Yp— Yn’ + 5) 22 — (xX) — Xn’ — 1 a) ), 
where 

b=) +2V t, 7,7 = [(%— xn’ — na)? + (Vp — Vn’ + 8)? ). 

Multiply in all the above expressions for the velocity components the 
numerators and denominators by 7%, perform the indicated multi- | 
plications, order all the polynomials according to the increasing powers | 
of the displacements, apply “‘long”’ division of polynomials and neglect 


in the final result the terms of the second order in the disturbance, 
thus obtaining: 


d 
2 +U = (22) ‘> (rm a)—® [— (x — Xm) 2 — (Yq — Yon) 2] + 
nm=+0 


| 
| 
-L PIDs (n? a® + b?)—? [— (n? a® — b?) (%) — xn’) + 204) (Vg — vn')] + | 

n=-+ 00 


+o oe (n? a? + b2)—? [b (n? a? + 6?) + 2nab (x%— xn’) + 


+ (n? a? — b?) (vp — vx) : (2.259 
The terms independent of the disturbance in (2.2.1) will cancel, giving: 


U = (22) >” (n? a2 + 62)-1b = (2a) w coth (ab). (2.2.2) 


n 


In both equations (2.2.1) and (2.2.2) the summations with respect 
to m go from — oo to + 00 including zero. Since the magnitude } in 
equation (2.2.2) increases with time ¢, the velocity with which the 
whole system advances is not uniform, i. e., it decreases with time. | 
Similarly, one gets: 


Pe 
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ay, 
= rueeur > (m a)~* [Yo Ym) 2 — (%q — Xm) @] + 
m 
n=-+ 00 
+ QS” (n2 a? + b%)—? [b (n2a2 + 2) 42n@ Bb (%q— Xn’) + 
n=—0 
+ (n? a? — 6) (¥g— yn')] + 
n=-+ 00 
Se See 2 5 a 5 9 9 , } 
+o > (2? a? + b?)—2 | (n? a? — b?) (xy — Xn’) —2n ab (Vo — Yn')] : 
n=—oO 


(2.2.3) 
_ Analogously as above one gets the value of the vertical velocity 
component with which each row of vortices advances in the direction 
of + y-axis, respectively: 
V = (2a) 1Q »’ (n? a? + 52)-1b = (2a) Qcoth (ab). (2.2.4) 
We now put: 
im = AXP (2 ME); Vm = B exp (1 moe); x'n = a’ exp (nq); 
Vn = B exp (en), Qo) 
~ where 0<@< 22. Moreover, the following symbols are introduced 
mith kab: 
A= »'m- (1 — exp (t mq) | — > (1? + k?)—? (n? — k?) = 


— 7 


m n 


=~ (2a—) +2? (sinh kx)—?, (2.2.6a) 


B= a (n? + k*)—*2nkexp (tng) = 
= i {[2g cosh (k (x —¢))] (sinh k x)—! — (x? sinh kg) (sinh k)—°}, 
(2.2.6b) 


C= By (n? + k?)—? (n?— k?) exp (ing) = 


= —2? cosh kg (sinh ka)—? — [xq sinh k (1 —@)] (sinh kz)-}, 


(2.2.6c) 
D= 3) m-?(1—exp (img)] + D) (n? + 2)? (n? — 4) = 
= ? (22 —g) —a? (sinh kat)—*. (2.2.6d) 


Inserting the values (2.2.5) into equations (2.2.1) and (2.2.5) one gets 
the following two types of equations: 
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Case fa): a= a, ~=— 2: 
23 a" oO — [oa B—2 (C—D)ja— [oo (A — 16 jas 2B Bb, (2249 
raat = —[o (A +C) +2 Bla—[oB—O(C + D)B. (2.2.7b) 


Case (b): a=—a, ~p=P: 
rma? = [o B—Q(C + D)ja— [o@(A+C) +2 B)8, (2.2.8a) 


rma? E = —[o (A —C) —2 Bla+ [wm B—Q(C—D)\f. — (2.2.8b) 
Under the assumption that only the magnitudes a@ and # vary with 
time all the others being independent of time, one can apply the 
procedure used in Section 2.1. The solution involves exponentials 
exp (0, ¢), the values of o,, v= 1,2, being given by | 


= (204)! { += (o B—QC) + (O27 D*—(QB + wC)? +o? A*)4}, 


(2.2.9) | 
where he values {—(...) + [...]} refer to the case (a), and 
{+ (...) + [...]} to the case (b). For stability both values of exp 


(a, t), ya = 1,2), must tend to zero for ¢ + + oo and for admissable | | 


values of gy. Now when » = 2, we find sinh0 = 0, coshO = 1, B=0, 
and 

== (22 a7)—1 { = (— QC) + [(Q? D? + w* (A? — C4)] 4}. (2.2.10) 
As it a shown in (LAMB, p. 228) for m =a, the magnitude (A? — C?) | 
is positive and hence the expression under the square root is always 
positive. We conclude that both types are unstable. 


2.3. Unsymmetrical Double Row. 


Passing to the unsymmetrical case, we denote the positions of the | 
displaced vortices by 


(ma+Ut-+ Xm), (3% +Vit+ vn) , Upper row, 


1 
(: +h )a +Uét+t «| , (ad bev 2 , lower row. 


The requisite formulae are obtained by writing (n + 1/2) for in the 
preceding results. The expressions (2.2.6) will change accordingly: 


|}—2 
A= 5’ m- [1 —exp (img)] —2|(- as sh | I: +1) - 


m 


1 | 
oS a = 5? (2% —q) —2? (cosh kx)—?, (2.3.1a) | 
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p Blog ef ere ntonffe te 


= 1{[zq@sinh (k (x —y))] (cosh kz)—! + (x? sinh kq@) (cosh ka)—?}, 
(2.3.1b) 


c= [Pe] ed) fare 


= (x* cosh ky) (cosh ka)—* — [xp coshk (x —@)] (coshka)—1, (2.3.1) 
2 
D= 3), m4 [1—explimg)l + DS, (° ee 


2 2 
5. a] (: 4 1) #|- x? (2%0—g) x (cosh kx)—2) ~ (2.3.14) 
The values of the velocity components are: 

U = (2a)—'o tanh (a—1z 3), iP ==(2@)-*0 tanh (@—! xb). - (2.3.2) 
The values of A, B, C, D, equations (2.3.la—d), are to be substituted 
in (2.2.9). Now, when y =z, C = 0, and one gets: 

Oy = (20 a*)—! {F w B + [22 (D2 — B?) + w? A2]%}. (2.3.3) 
For g = 2, there are: 
B =1 [x? sinh (ka) ] [cosh (ka) ]—?, (2.3.4a) 


D=7? |: + (cosh k ny} (2.3.4b) 


This implies that the expression under the square root in Equation 
(2.3.3) is always positive. For stability both A? and D? — B? separately 
must vanish identically. But this condition gives: 


2 
cosh* hoe == 2, E + (cosh bay | + (sinh? ka) [cosh (ka) }—-* = 0, 


(2.3.5) 
which implies that cosh?ka = +2 and k=O. Since this cannot 
be fulfilled simultaneously, we conclude that the configuration is 
unstable as long as Q is different from zero. 


2.4. Variable Distance Between Vortices. 


Above it was assumed that the distance a is independent of ¢. In 
the most general case one may assume that a depends upon time 7. 
It is easy to show that the results in this case do not change. The 
system of equations (2.1.8) reduces to the system discussed in (KAMKE, 
27611), 1. 

a’ (t) + (4a+BA)f)=0; Bt) +(Ba—AA)f()=0, (2.4.1) 
where the used Ee denote: 
A=AQ; —Aw; A=Aat; f(t)}=a-% (2.4.2) 
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The solution is of the form: 


wat py, p=, Lp == EXD 2 [ei (t) a » (v2), 2s 
with 


6, = + (A? + BY, (2.4.4) | 
and with a,,8,, to satisfy the equations: 
ay A so = Gy; Cy Bs; A=hf, Tre (2.4.5) 


Whichever is the solution of (2.4.5), the exponentials (2.4.5) are the 
same as in Section 2.1, and consequently the final conclusions are the 
same. 

Application of this procedure to double rows shows readily that the | 
final conclusions derived in Sections 2.2 and 2.3 remain unchanged | 
whether the distance is constant or not. 


Final Remarks. 


The calculations above show that using v. KARMAN criterion of 
stability, the BENARD-KARMAN vortex street in a compressible inviscid 
fluid is unstable, when the classical geometric forms of this vortex 
street are taken into consideration. The effect of compressibility on _ 
the stability phenomenon is definitely a negative one. | 

If the vortex street is unobservable at some REYNOLDs and MACH | 
numbers at which the compressibility phenomena play a role, this 
does not necessarily mean that kinematically it does not exist in that 
range. One must keep deeply in mind that although the phenomenon — 
of the vortex street may be caused almost exclusively by viscous forces, 
in all the analytical approaches up to now only the kinematics and 
not its dynamics is considered. Namely, viscous forces and dissipation 
are neglected. As it is well known, the physical phenomena in the 
nature are characterized by a certain continuity. There are never 
step transitions in such phenomena. If a vortex street appears behind 
a flat plate located perpendicularly to the incoming flow, or behind a 
body at a certain REYNOLDS number, there is a reason to believe that 
kinematically it exists at all the angles of incidence of a flat plate less 
than 90°, was well as at all the REyYNoLDs and MAcH numbers. A 
decrease in the angle of incidence of a flat plate or increase in the 
REYNOLDS number of the flow around a body causes usually a visible 
change in length of the vortex street which phenomenon is evidently 
caused by a change in dissipative forces. There is no reason to believe 
that kinematically at a certain angle a or REYNOLDS number there 
is no vortex street and at another angle 8 or another REYNOLDS number 
it suddenly appears. It seems that all the phenomena of appearing 
or disappearing the vortex street are inseparably connected with the 
dynamics of the system. Hence one can maintain that kinematically 
the vortex street always exist behind any obstacle in the body of a 
fluid, having variable strength of vortices, even arbitrarily small, but 
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that dynamically the process of originating the vortex street and the 
process of its dissipation due to some forces in certain range occur 
simultaneously just behind the body, thus causing optically the lack 
of a visual observation of a vortex street. 

Following the principles of classical theory of fluid dynamics, let 
us introduce two types of fluids: 


(a) Perfect gaseous media: These are always subject to compressi- 
bility, regardless of whether the medium in question is at rest or in 
motion. The velocity of sound in these media, defined elementarily 
as the derivative of pressure with respect to density is always finite 
and never reaches the magnitude infinitely large. The value of MAcH 
Number equal to zero is these media can be referred only to the status 
of rest, 1. e., velocity is equal to zero. The divergence of velocity is 
never equal to zero, except the status at rest (trivial solution). 


(b) Perfect liquids: These are never subject to compressibility, 
regardless of pressure, status of rest or motion. The velocity of sound 
is always infinitely large and never is finite. The notion of Macu 
Number does not have any meaning in these media, it is always equal 
to zero regardless of the magnitude of the speed, and is never used. 
Some other numbers like that of FROUDE are used. The divergence of 
- velocity is identically equal to zero regardless of velocity, pressure, etc. 


(c) The status of fluid called “‘incompressible’’ can be referred only 
to the group (b) and does not have any meaning as referred to group (a). 

Under these fundamental principles of classical hydrodynamics 
the results of the above calculations can be interpreted as follows: 


(a) Using the von KARMAN criterion of stability (up to the first 
order only) the BENARD-KARMAN vortex streets in liquids is always 
not-unstable with respect to one special geometrical configuration of 
double unsymmetrical row. 


(b) The vortex street in gaseous media is always unstable with 
respect to that configuration. 

It is obvious that the above does not contradict the results of 
von KArMAN, RUBACH and many others, since all the previous authors 
from the very beginning used to introduce the notion of an incom- 
pressible fluid. Hence necessarily the point (c) above must apply. 
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Strenge Lésungen von Mehrkérperproblemen*. 


Von 
K. Wildermuth’, 


zur Zeit New York University, Institute for Mathematics and Mechanics. 


(Eingelangt am 1. Marz 1953.) 


Einleitune. 


Um die Wirksamkeit verschiedener Naherungsmethoden zur Be- 
handlung von Drei-K6érper-Streuproblemen zu untersuchen, ist es sinn- 
voll Beispiele solcher Probleme zu betrachten, fiir die strenge Losungen 
gefunden werden kénnen. Man kann dann die Ergebnisse, die auf 
Grund verschiedener Naherungsmethoden gefunden wurden, mit den 
exakten Lésungen vergleichen und so den Wert der einzelnen Verfahren 
fiir verschiedene Streuenergien abschatzen. Wir werden zwei solche 
Beispiele studieren. Im ersten Fall sind sdmtliche Teilchen voneinander 
verschieden und ihre Beschreibung ist unsymmetrisch. Im zweiten 
Fall sind zwei der Teilchen gleichartig und es treten Austausch- 
effekte auf. 


1. Beispiel. Verschiedene Partikel. 


Wir betrachten das folgende Mehrk6érperproblem: Ein Teilchen 
(Teilchen 2 genannt) ist an ein unendlich schweres Teilchen am Ur- 
sprung gebunden, wobei als Wechselwirkungspotential zwischen diesen 
Teilchen eine Deltafunktion angenommen wird. — Ein weiteres Teilchen 
(Teilchen 1 genannt) fallt von — oo ein und tritt mit Teilchen 2 nur 
dann in Wechselwirkung, wenn beide Teilchen sich am Ursprung, das 
heiBt am Ort des unendlich schweren Teilchens befinden. Die ScHRO- 
DINGER-Gleichung lautet fiir dieses Problem, wenn wir sdmtliche hier 
unwesentliche Konstanten gleich 1 setzen, 


(1) 


* Herrn Professor Dr. Vicror F. Hess zum 70. Geburtstag gewidmet. 

1 Miinchen, Institut f. theoretische Physik, Universitat. 

2 Die Verwendung dieser und daraus abgeleiteter Beispiele fiir die Unter- 
suchung verschiedener Naherungsmethoden wird zur Zeit an dem oben ange- 
fiihrten New Yorker Institut durchgefihrt. 
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Hierin ist A die Wechselwirkungskonstante fiir die Wechselwirkung der 
Teilchen 1 und 2 am Ursprung, wahrend B die Wechselwirkungskon- 
stante fiir die Wechselwirkung des Teilchens 2 mit dem Ursprung dar- 
stellt. Fiir unser Problem haben wir angenommen, da Teilchen 1 
fiir sich allein mit dem unendlich schweren Teilchen im Ursprung nicht | 
in Wechselwirkung treten kann. Es kann daher nicht der Fall ein- 
treten, daB das Teilchen 1 fiir sich allein am Ursprung gebunden wird 
und es kann deshalb nicht passieren, daB das Teilchen 1 am Ursprung | 
eingefangen wird, unter Ionisation des Teilchens 2. Zur Losung von 
Gl. (1) transformieren wir am besten in den Impulsraum!. Die Wellen- 
funktionen im Impuisraum sind z. B. viel besser fiir die Berechnung der 
verschiedenen Wirkungsquerschnitte geeignet, als die Wellenfunk- 
tionen im Ortsraum. Wenn man die FourtER-Transformierte ® 


+o 
] ; 
W(X, %_) = mt de (Ry, Ry) exp? (Ry %y + Ry Xq) dh, dhy (2) | 


in Gl. (1) einsetzt, erhalt man die folgende Integralgleichung fiir f (R,, Ry) | 


+0 


: Bef Gaon | 
(Fy? + By? —E) f (hy, By) —— | f (Ry, Rp) dy + 


—o 


+ 0 


+ Za] fre dk, dky = 0. (3) 


29) 
Hier erstrecken sich alle Integrale von — o bis + 00, falls nichts anderes 
bemerkt wird. Das letzte Integral in Gl. (3) divergiert. Physikalisch 
bedeutet dies, daB die oe A 6 (x,) 6 (x9) so singular ist, 
da durch sie keine Streuwelle erzeugt wird. Es gibt zwei Wege um 
diese Schwierigkeit zu vermeiden. Erstens kann man einen Grenz- 
prozeB im Impulsraum durchfiihren, in welchem die Kopplungskon- 
stante A gegen Null geht, wahrend man die Integrationsgrenzen gegen 
+ co und —oo gehen J48t. Zweitens k6nnen wir im Impulsraum 
allgemeinere hermitische Wechselwirkungen einfiithren, die vom Beginn 
an zu konvergenten Resultaten fiihren und trotzdem eine exakte 
Integration der SCHRODINGER-Gleichung erlauben. Die erste Methode 
ist fiir die Nachpriifung der verschiedenen Naherungsmethoden sehr 
unpraktisch, da z. B. die Bornsche Methode zur naherungsweisen 
Losung der SCHRODINGER-Gleichung dann nicht mehr in einfacher Weise 
angewandt werden kann. Wir beschrainken uns daher auf die zweite 
Methode. Die folgende Wechselwirkung z. B. erfiillt die oben erwahnten 
zwei Bedingungen (konvergente Resultate und exakte Integration der 
SCHRODINGER-Gleichung) : 
(ky' Ba! [Vw] ey a) = g (y's By’) @* (Ay hs) 

wobei g (ky, kg) fiir ky, bzw. k, gegen unendlich mindestens wie k—% 
gegen Null gehen mu8. Diese Wechselwirkung stellt im Ortsraum nicht 


ee Ne 
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mehr langer eine Diagonalmatrix dar. Jedoch ist weder im Verhalten 


_ der asymptotischen Wellen, die wir fiir die Berechnung der Wirkungs- 


querschnitte bendtigen, etwas grundlegendes geandert worden, noch 
beeinfluBt diese Wechselwirkung die verschiedenen Naherungslésungen 
der SCHRODINGER-Gleichung. 

Die hermitischen Eigenschaften der Wechselwirkung sichern das 
Bestehen der Kontinuitatsgleichung und bewirken, daB die Eigenwerte 
der SCHRODINGER-Gleichung reell sind. Wir wollen uns hier nicht 
weiter mit den physikalischen Eigenschaften dieser verallgemeinerten 


_ Wechselwirkungen befassen, da sie fiir unsere Zwecke nur eingefiihrt 


~ wurden, um endliche Resultate zu erhalten. 


Fir unser unsymmetrisches Beispiel wahlen wir folgende Wechsel- 
wirkung: 
1 1 
fore fee 
wobei der Eintfachheit halber 6 mit der vorhin eingefiihrten Kopplungs- 


konstante B identisch sein soll. Die SCHRODINGER-Gleichung (3) wird 
dadurch in der folgenden Weise abgedndert: 


(Ry Ry! |Wu| ky hg) = A - 


B 
(Ry? + ky? —E) f (Ry, Re) = 4 fi (Ay, Ry) dy + 


A 1 "at 1 
a aah ey Tae Ee 5) 
“a Mee Ae hog Lalies 


_ Zur Lésung von Gl. (5) gibt es zwei Methoden. Die erste ist eine direkte 


Loésung; man setzt 


| | ee 178 de 8 ad | f (ity By) dky = D (Ry) 
J Var +B 
und lést dann nach f (k,, k,) auf. C und D werden nacheinander durch 
Wiedereinsetzen der so erhaltenen Lésung in Gl. (5) bestimmt. Die 
zweite Methode besteht in einer Entwicklung von f (A, k,) nach dem 
volistandigen System der Eigenfunktionen der ungestérten SCHRO- 
DINGER-Gleichung (5). (A = 0). Wir wollen hier beide Methoden dis- 
kutieren und zeigen, daB sie beide zum selben Resultat fiihren. Die 
erste Methode zur Lésung von Gl. (5) ist folgende: Da Teilchen 2, vor 
dem Einfall, an den Ursprung gebunden ist, und Teilchen 1 von — oo 
her mit dem Impuls Kj einfallt, setzen wir é 

N 2 ee 
k,2 + B2 + fy (Ry, Re), v= |/2-o (6) 
N/k,2 + B® ist die Eigenfunktion (auf 1 normiert), welche die Bindung 
des Teilchens 2 mit der Bindungsenergie — B? an den Ursprung be- 
schreibt. /, (R,, a) beschreibt die Streuwelle, welche durch die gegen- 
seitige Wechselwirkung der beiden Partikeln am Ursprung hervorge- 
rufen wird. Sie muB sowohl die elastische, als auch die unelastische 
Streuwelle, bei welcher das Teilchen 2 nach dem StoB nicht mehr an 


f (Ry, Ry) = 0 (Ry — Ko) 
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den Ursprung gebunden ist, enthalten. Es besteht hier nur ein Bin-| 
dungszustand fiir das Teilchen 2 am Ursprung. Durch Einsetzen von 
Gl. (6) in Gl. (5) erhalt man nach dem oben geschilderten Verfahren | 
1 fiir f, (Ay, *e) | 


ee | 

1 ay a) Ae V2.2 + B? GB—VE—k? (Ay? t+ *°—£] | 
mit | 
Na : | 
\Kot+ B A tS ee 
—aeeaal' + Chan)” ea Ue + 


| 
wobei E + B? = K,?, Im K,2 = ImE > 0 ist. Durch Addition eines | 
kleinen positiven Imaginarteils zu E wird bekanntlich erreicht, daB) 
/, (ky Rg) eine auslaufende Welle im Ortsraum darstellt, wie es fiir eine 
Streuwelle sein muB. Um den Wirkungsquerschnitt fiir die elastische 
Streuung des Teilchens 1 und fiir die unelastische Streuung, bei welcher | 
das Teilchen 2 ionisiert wird, zu bestimmen, bendtigt man nur den_ 
Anteil der Wellenfunktion Gl. (7), welcher das asymptotische Ver- 
halten der Wellenfunktion im Ortsraum bestimmt. Das bedeutet, daB 
man im Impulsraum nur das Verhalten der Wellenfunktion in der un- 
mittelbaren Umgebung seiner Pole auf der reellen Axe kennen muB, 
da dieses Verhalten das asymptotische Verhalten der Wellenfunktion 
im Ortsraum festlegt. Aus den vorstehenden Bemerkungen und aus | 
Gl. (7) folgt 


Fay ee ee : 
My Ole = aan Ya 7B? RE Ke BP + B : 
AC ial 1 


————— : ; 9) | 

47 /k,2 + B2(Bi— kl) 2,2? + k2—E | 

Der erste Term in Gl. (9) ist fiir die Bestimmung des elastischen Wir- | 
kungsquerschnittes von Teilchen 1 ma®gebend, wahrend der zweite | 
Term den Wirkungsquerschnitt fiir die unelastische Streuung bestimmt, 
Um den Wirkungsquerschnitt fiir die unelastische Streuung zu finden, | 
transformieren wir den zweiten Term in Gl. (9) in den Koordinaten- 
raum beziiglich des Teilchens 1 zuriick: ) 

A? |e ait 1 

(32 23) % \E—k2 (Ba — |kgl) [VE —hk2 + B?] 
Bezeichnen wir den Koeffizienten des Exponentialgliedes mit a, so ist 
der Dichtestrom der Teilchen 1 mit dem Impuls |z,|, bzw. — |R,| (|A,| =. 
= | VE —k,*|), wenn der zugehérige Impuls des Teilchens 2 zwischen 
kg und ky + dky liegt, gegeben durch |k,| a* adky. Der Dichtestrom 
der einfallenden Teilchen 1 ist Ky/2 a, wie man durch Riicktransfor- 
mation von 6 (ky—K,y) in den Ortsraum sieht. Der unelastische 
Streuquerschnitt des Teilchens 1 am Teilchen 2 ist dann gegeben durch 


exp i |/E — k,? |x,| (10) 


— — 
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Vz 
at 
Oe == 2 (a* a) |ky| dk, (11) 
Ko 


Die Integrationsgrenzen erstrecken sich von — VE bis + VE, da das 
ionisierte Teilchen 1 héchstens die Energie des einfallenden Teilchens, 
vermindert um seine eigene Bindungsenergie, besitzen kann. Betrachten 
wir den ersten Term in Gl. (9), so sehen wir, da® nach vorhin der Faktor 


_Njk,? +- B® die normierte Eigenfunktion des am Ursprung gebundenen 


Teilchens 2 beschreibt. 
Die Transformation dieses Terms in den Ortsraum des Teilchens 1 gibt 
—AC Bi N 
expt Ky |x 12 
82° Ky N VKy? + cai lies pe exp? Ko | 02) 
Bezeichnen wir den Koeffizienten des eingeklammerten Termes mit @, 


so ergibt sich fiir den elastischen Streuquerschnitt des Teilchens 1, wie 
man leicht sieht, 


Oaast = 45 oF a (13) 
Die explizite Auswertung der Formeln (11) und (13) liefert fiir unser 
_ Beispiel 
| Aer C* eG O* Kew 
—— 42 Ky? (Ky? + B?)’ ae 82 Ky (Ky? +B?) (53 a ug 


-wobei C aus Gl. (8) zu entnehmen ist. 


Fir die Kontinuitatsgleichung, die fiir die Kontrolle numerischer 
Rechnungen niitzlich ist, und die aussagt, daB8 die Anzahl der ein- 
laufenden und auslaufenden Teilchen 1 pro sec. einander gleich sein 


-muB, erhalten wir 


1A B2 Ke B2 (C — C*) me RE K 3 B2 
22 N Ky (Ko? + B?) \K. + B 2 = Ongs 4 Viens 0 = 


(15) 


Wenn K,? < B? ist, so ist Qion = 0. Das bedeutet, daB in diesem Fall 


Gl. (15) aia geandert wird. Diese Anderung wird jedoch dadurch 


-kompensiert, da fiir Ky = B, C einen logarithmischen Verzweigungs- 


punkt besitzt, der fiir "Ke < B? einen zusatzlichen Imaginarteil im 
Nenner von C hervorruft: 


A Bae Re 
‘4(K2+ BY \K, B 


Wir kommen jetzt zum zweiten Verfahren zur Lésung von Gl. (5). 
Wie frither angedeutet, entwickeln wir / (,, kj) nach einer Reihe von 
Eigenfunktionen der ungestérten SCHRODINGER-Gleichung (5) mit 


A=0. Diese Eigenfunktionen sind 


(Ky ky ey hg) 2s 
[Ke] |B l 
= {0 TMG sw Hb Ke 


. 6 (k,—K,), (16a) 


304 K. WILDERMUTH: 


N : 
Be | 


Die Eigenfunktionen Gl. (16 a) beschreiben ein Teilchen 1, welches mit} 
dem Impuls K, einfallt und ein Teilchen 2, welches mit Impuls Ky} 
einfallt und am Uisprine gestreut wird. Die Eigenfunktionen Gl. (16 b)} 


beschreiben ein einfallendes Teilchen 1 mit Impuls A, und ein Teilchen 2, 


welches am Ursprung gebunden ist. 
Die Eigenfunktionen Gl. (16) sind so normiert, daB 


i ‘i (K, Ky | Ry Rp) (Ky! Kg! | by hg)* dh, dky = 0 (K, — Ky’) 6 (K — Ky’) | 
und (17); 
Jf cszeitta ) (Ky! 2x | hy Ry) * dk, dky = 6 (K, — Ky’) | 


ist. Die Entwicklung von f (A,, kg) nach diesen Eigenfunktionen lautet:) 


f (hy Ry) ra [fi (hy Ky) dk, dK, (iy Ky | ky kg) ze 
+ | f (Ky) 4k, (Ky 2 | Ry Re) (18)| 


(hy 2B Ry Rg) 


Setzt man a (18) in Gl. (5) ein, und macht fiir f (R,, ky) wieder den| 
Ansatz Gl. (6), so erhalt man 


[fi K,? + Ky? — E) fy (Ky Kg) 4K, dK (Ky Kg | Ry Rg) + 


reli , 

2 2 K,) dK, (K k, ky) = — ————— 

+f (K,? — B®? — E) f, (K,) dK, (Ky 2p | hy Rp) a8 Vk - Be 
(19) 

Hier ist wieder, wie bei der ersten Bee, | 
19 a)! 

c= [i ih) es = ™ (19 a) 


SMultipuiert man Gl. (19) mit dem konjugiert komplexen von 
Gl. (16 a), bzw. (16 b) und integriert tiber , und ,, so ergibt sich fiir 
f, (K, Ke) und f, (K,) pis | 

1 
IG Tee) -- : ——— 
Sess 4a? (K,? + K,2—E) "|K,| +7 B V/K2+ B® 
ACN 1 
AK) =p ee = 
mcs 4x B(K,?>— B®—E)' //K 2+ B 
Um festzulegen, daB /, (Ay, Ky) und f/f, (K,) auslaufende Wellen im 
Ortsraum beschreiben, mu man einen kleinen positiven Imaginarteil 
wieder zu EF hinzufiigen. 

Transformiert man Gl. (20a) und (20b) unter Beniitzung von 
Gl. (16) in den Impulsraum, so werden die Integrale ziemlich kompliziert, 
da die Integranden, wegen Gl. (20 a) und (16) keine analytischen Funk- 


(20 a) 


(20 b) 


7 
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tionen sind und man daher nicht komplex integrieren kann. Anderer- 


seits bendtigt man fiir das asymptotische Verhalten der Wellenfunk- 
tionen im Ortsraum nur die unmittelbare Umgebung der Singularitaten 
auf der reellen Axe. Die Berechnung der asymptotischen Anteile liefert : 


Fh eee ACN a 1 N 
piv ~~ an Blk? — Ky) Vea + Be he + BE 
re ey I 


— = 21 
Yan VR ee B?(Bi—|k,|) (Ri? + ®2?—E£) ay) 


Vergleicht man Gl. (21) mit Gl. (9), so sieht man, daB beide Methoden 


_ dieselben Resultate liefern, wenn man noch beriicksichtigt, daB man 


beidemal dasselbe C erhalt, wie man nach den Gln. (18), (19 a) und (5) 
leicht einsehen kann. 


2. Beispiel. Identische Partikel. 


Fir dieses kompliziertere Problem beginnen wir mit der ScHR6- 


_ DINGER-Gleichung: 


a. -* 


+4 3 (44) (x9) (1 Xa) = Ey (my %) (22) 


Diese unterscheidet sich von der urspriinglichen SCHRODINGER-Glei- 
chung (1) dadurch, daB jetzt beide Teilchen mit dem Ursprung in 
direkter Wechselwirkung stehen. Sie ist daher vollstandig symmetrisch 
in den Koordinaten beider Partikeln und kann daher ihre Ununter- 
scheidbarkeit beschreiben. Anderseits bewirkt die direkte Wechsel- 
wirkung des Teilchens 1 mit dem Ursprung, da es unmédglich ist, 
Gl. (22) nach der vorhin diskutierten ersten Methode zu lésen. 
Wir gehen wieder in den Impulsraum tiber und erhalten 


B 
(2,2 + by? —E) f (hy, by) = — aa f (Ry, Ry) dk, —— = f (Ry, By) dey + 


rec ha oe oheee (23) 


Im letzten Integral von Gl. (23) taucht wieder dieselbe Divergenz- 


schwierigkeit, wie beim ersten ay auf. Daher wahlen wir jetzt 


- analog zu vorhin folgenden neuen Ansatz fiir die gegenseitige Wechsel- 
_wirkung der Teilchen am Ursprung: 


A ae I 1 
eee D2) (ey ter TT) (ee* 2) 
(24)° 


(hy! Ro! \Vw' Ry Ro) = 


8 Die Konstante T ist im wesentlichen ein MaB fur die Reichweite der gegen- 


_ seitigen Wechselwirkung der Teilchen 1 und 2 am Ursprung. 
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Dieser Ansatz ist wieder hermitisch und natiirlich symmetrisch in den 


beiden Teilchenkoordinaten. Gl. (23) wird dadurch folgendermaBen ab- 
geandert: 


(hy? + Ro? —E) f (Ry 2 feist a, | Ht) dhy + 


A hey Bg) dh dy 
=a? 
(heat ee ee Use (25) 


Fiir die Lésung von Gl. (25) setzen wir wieder 


f (Ry, Be) = fo (Ax Re) + fy (Av Re) (26) 
wobei fy (k, k,) folgend genommen wird: 
Ky B 1 N 
to (Ry he) sea f (ky — Ko) = Be 7 =, (2.2 + B?) (26 a) 


fo (Ry, Ry) ist eine Lésung von Gl. (25), wenn A = 0 ist, und beschreibt, 
daB ein Teilchen 1 mit dem Impuls Ky von minus unendlich einfallt 
und durch seine Wechselwirkung am Ursprung gestreut wird. Der 
zweite Term in der Klammer beschreibt diese Streuwelle. Teilchen 2. 
ist am Ursprung gebunden und wird durch die Funktion N/(k,? + B®) 
beschrieben. Fiir die physikalisch sinnvollen symmetrischen und 
antisymmetrischen Lésungen von Gl. (25) erhalt man | 


fic age f (Ry Ry) + f (Rp, y)} (26 b) 


mae 
i (filha) Tach (26 c) 


Die Funktionen (26) beschreiben ein Teilchen, welches von — oo mit. 
dem Impuls Ky einfallt, wahrend ein zweites Teilchen vor dem StoB 
am Ursprung gebunden ist. Ist A von Null verschieden, so tritt eine 
zusatzliche Streuwelle auf, die von der gegenseitigen ee ee 
der beiden Teilchen am Ursprung herriihrt und die in Gl. (26) mi 

}, (Ry, Re) bezeichnet ist. Um diese Streuwelle zu finden, ist es ne | 
Methode 2 nétig, /, (k,, kg) nach den Eigenfunktionen der Gl. (25) mit 
A = 0 zu entwickeln. Analog zu vorhin erhalten wir fiir diese Eigen- 
funktionen 


fanti (Ry, Ry) = 


(Ky Ky | hy he) =| 4 (h K,) 4 


B ] 
A —_ : 5 k | 
mw ky — meni! : Sa) a (Kg—1 B) eee 
(27 a) 
(Ky 2B | ky Rg) a 


; Feeds 1 N | 
2) aces le | 
a |K,|—iB a —— B2 cue | 
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; Ki) = 8 1 N 
REEL Gee Ky 
(1p Kg | ky he) 19 Pa eB % hye — Ky? <aferce 
(27 c) 
2 
Og 2p; ka) = x (27 d) 


(k,° + BY) (,? + B?) 


Die Eigenfunktionen (27 a) beschreiben, daB das Teilchen 1 mit dem 
Impuls A, und das Teilchen 2 mit Impuls Ky, einfallt und beide am 
Ursprung elastisch gestreut werden. Gl. (27 b) und (27 c) beschreiben 
die elastische Streuung der Teilchen 1 und 2 am Ursprung, wahrend 
eines davon am Ursprung gebunden ist. In Gl. (27 d) sind beide Teilchen 
am Ursprung gebunden. Die Normierung der Eigenfunktionen erfolgt 
wie friiher. Wie im Beispiel 1 setzen wir wieder an 


h (Ry, hy) a i | h (Ky Ky) ak, dK (iy Ky | ky hg) ae 
Oe [i (Ky) dk, (Ky 2B | hy Rg) = 


hy hy) ei ae 28) (1p 28) hy Ry (28) 


3 [i (A3) dk, (Ip Ky 


Analog friiher erhalten wir fiir die Funktionen /, (Ky, Ky), f, (44), 
FU.) und (1, 2)z: 


eet A he By 1 ee 
hy (Ky, Kg) = 272 (K,? + K,?— E) (K,?+ T?) |\K,|+7B 
ey Tee 
[Ky +78 
ss AM les B) N cameo a 
1 (444) ~ 4n2T2B (Kj? E) (T+ B) “KP +T? |K,|+7B 
. AM |\K,| (7 — B) N ‘ 1 1 
hy (A) ~ 4m? T?- B(K,2— B2—E) (T + B) (K,?+ T?) |K,|+7B 
AMN? _ 
(1, 2)B 4(2 B2-+ £) (T+ B)?: 12: B? 
mit 


dk, dk, 
a [fe (Ry ky) +h (Ry, Ra)} (Ry? + T?) (hy kh? + T?) c (29) 


Zuerst betrachten wir die symmetrische Lésung von Gl. (25). Fir den 
asymptotischen Teil von fsym (Ay. e) erhalt man analog zu friher: 
20* 
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1 N 
fs (Ky, Ky) = fo (Ry, Ry) + for (ky Rg) ~ al (A, — Ko) ky? + B? te 


es pei ie + elle is ee 


(2,2 + BJ Kos nou 


. AM2 N (T—B) K \( 1 Ne oe 
4x BT? (Ky + T*) (T + B) (Ky—? B)} \(hy? — Ko”) (hg” + B?) 
ele a 
Ra? — Kg” (hy? + B?) | 
_Am/2 (T— B)? |hy| |ha 1 
An? T? (ky? + T?) (ko? + T?) (|k,| —7 B) (|kq| —2 B) k,? + ky? —E © 
I< Sai (30). 


Der Ausdruck in der ersten geschweiften Klammer stellt die einfallende 
Welle der Teilchen 1, bzw. 2 ohne Streuung dar. Der Ausdruck in der 
zweiten geschweiften Klammer stellt die elastische Streuung der Teil- 
chen 1, bzw. 2 am Ursprung dar. (Dabei ist auch die Austauschstreuung 
der beiden Teilchen enthalten.) Der letzte Term in GI. (30) beschreibt’ 
die Ionisationsstreuung. Die Terme mit dem Faktor A beschreiben) 
diejenige Streuwelle, welche durch die gegenseitige Wechselwirkung am 
Ursprung zustande kommt. Aus Gl. (30) erhalten wir die folgenden 
Wirkungsquerschnitte fiir die elastische und Ionisationsstreuung: 


E=Ki—BY, f= P+E=K,—B8'4 7 
gilt. Fir die Konstante M ergibt sich | 
M =SI(1—A R); | 

1 | 


TA BT 4EB)(Ke Dik —2 ee 


@ 2 _ AM _(T—B)N AM* - 

Kot + B? 2BT® (K,2+ 1 (1 +B) TEES | 
SIPS By Ne} | 
(K+ 7 (T+ B) | Sha 

One AP MEM he Bye 1 
Be eK TTP PTs ee ee (PP 
[ary 6 T? J? 2 Ky? BY + EY Reese = | 
(JP Ee seas Sess) si | 
2BK; | 
oD) 2\2 5 2292/2, R2 31 b 
eT 2s ( | 
wobei : 
| 


S=n2N(T—B) 
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aula tase) be | 2 E? (T? — B?) 
ew eer) er? 
eee ee Koa 
oe ee eet Bb) Ko 
eee eee es a Bt Ts 

ane Teh Pa (JE -B*) 


oe (474+ E B2+E T?) (B2-+ T?) ee 
4 T? (T2— B%?2 (J2 + T?)2 (1? — B®)? (K,2 + B?) 


Fg ed Sate oe cee Be 
: 2472. T?)3 (T2 — B?) 


1 jae (274+3E T?— EB) | 
one eh eB) EI RO kc at Si | 


Sep Bese EB 2BK,(J?+T?) 1 52) 
OPIN Gate mS el 34 finds oe (spe agB*) ea B*) | 


Die logarithmischen Singularitaten in Gl. (32) bewirken analog zu 
friiher, daB sowohl fiir E >, bzw. E < B* (Qion = 0) die Erhaltungs- 
gleichung (33) erfiillt wird. Wir kénnen nicht wie frither einfach die 
_ Kontinuitatsgleichung beniitzen (fiir eine Partikelart), um die numeri- 
schen Rechnungen, die fiir konkrete Zahlenbeispiele bei Vergleich der 
verschiedenen Naherungsmethoden durchzufiihren sind, zu iiberpriifen. 
Aber wir kGnnen eine analoge Beziehung aufstellen, wenn wir die 
folgenden vier Moglichkeiten betrachten: a) jedes einfallende Partikel 
1 oder 2 wird nicht gestreut, b) wird elastisch gestreut, c) wird mit dem am 
Ursprung gebundenen Teilchen ausgetauscht, d) wird unelastisch ge- 
streut. Unter Verwendung der Gl. (31) erhalten wir fiir diese Beziehung: 


ay, 


2 B? 
Qe eG ae “2 
iAN(T—B)/2 i ae! by fe 
+ 47°B (E+ T+ BY) (T+B)\K,—i1B  Ky,+iB 


Bei der hier betrachteten symmetrischen Lésung verursacht die gegen- 
seitige Wechselwirkung der Teilchen am Ursprung eine Zunahme der 
Amplitude der Streuwelle. Diese besteht aus zwei Komponenten: 
der gewohnlichen Streuwelle und der Austauschstreuung. Formuliert 
man die antisymmetrische Lésung, so sieht man, daB keine zusatzliche 
 Streuwelle auftritt. Dies folgt aus der hier speziell gewahlten Wechsel- 
wirkung. Da8 die Streuwelle der symmetrischen Losung gr6Ber ist, 
als die der antisymmetrischen Lésung ist physikalisch verstandlich, da 
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die antisymmetrische im Gegensatz zur symmetrischen Lésung beinhal- 
tet, daB beide Partikeln nicht zu gleicher Zeit am selben Ort vor- 


kommen konnen. 
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Zusammenfassung. 


Die Streuung von Drrac-Elektronen an einem YuKawa-Potential wird mit 
Hilfe des FEyNMAN-Dysonschen Formalismus untersucht. Zuerst wird der Giiltig- 
keitsbereich der Entwicklung abgeschatzt, dann wird der Wirkungsquerschnitt 
bis zur dritten Bornschen Naherung diskutiert. Die auftretenden Integrale werden 
fiir die zweite Naherung berechnet, fiir die dritte Naherung wird der Spezialfall 
eines CouLomB-Potentiales naher betrachtet. Die nicht divergenten Korrektur- 
terme werden berechnet. Die Formeln gelten auch fiir Positronen, wenn das Vor- 
zeichen von Z umgekehrt wird. In weiteren Arbeiten sollen die Strahlungskorrek- 
turen und der Strahlungsverlust durch Bremsstrahlung in zweiter Bornscher 
Naherung behandelt werden. 


Kinleitung. 


Die Streuung von schnellen Elektronen am Potential wurde schon 
von vielen Autoren untersucht. Wahrend die Resultate fiir die erste 
Naherung in Za tibereinstimmten, wurden fiir die zweite Naherung ver- 
schiedene Werte erhalten. Das korrekte Resultat wurde zuerst von 
Mac KINLEY und FESHBACH? aus der exakten Lésung der D1rac- 
Gleichung, die von Mott? gefunden wurde, abgeleitet. Datirz* fand 
dasselbe Resultat mit Hilfe der BorNschen Naherung und kritisierte 
die Fehler der alteren Arbeiten. Fiir deren Diskussion sei daher auf die 
genannte Arbeit verwiesen. Die dritte Naherung wurde von ihm nur 


* Herrn Prof. V. F. Hess zum 70. Geburtstag gewidmet. 

1 Wesentliche Resultate dieser Arbeit sind einer Dissertation (a) (H. MiTTER, 
Diss. Univ. Graz, 1953) entnommen. Fiir ausfiihrliche Rechnung und Literatur- 
angaben sei auf diese Arbeit verwiesen. Eine vorlaufige Mitteilung (b) erschien 
in der Zs. f. Naturf. 7 a, 818 (1952), enthalt jedoch einen Rechenfehler, der in der 
vorliegenden Arbeit berichtigt wird. 

2 Mac KINLEY-FEsHBACH, Phys. Rev. 74, 1759 (1948). 

3 Mort, Proc. Roy. Soc. A 124, 425 (1929), A 135, 429 (1931). 

4 Davitz, Proc. Roy. Soc. A 206, 509 (1951). 
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im nichtrelativistischen Fall behandelt. Im folgenden soll zunachst der 
Giiltigkeitsbereich der m-ten Bornschen Naherung zur elastischen 
Streuung diskutiert werden. Sodann werden die Matrixelemente und — 
der Wirkungsquerschnitt fir das YukAwa-Potential in zweiter und fiir 
das CouLomB-Potential in dritter Naherung berechnet. In einem An- | 
hang werden die in Frage kommenden Integrale genau studiert, da sie _ 
in etwas allgemeinerer Form auch fiir die folgenden Arbeiten benotigt | 
werden. 

Die Streuung von Positronen wurde von MassEy® behandelt, die 
entsprechende Arbeit enthalt jedoch dieselben Fehler wie die von 
Mort’. Trotzdem wurde sie auch in neuerer Zeit von experimenteller — 
Seite verwendet®. Die richtige Formel erhalt man aus unserer durch 
Ersetzen von Z durch — Z, da wegen der Ladungssymmetrie der Theorie _ 
fiir die Streuung von Positronen am positiven Kern dieselbe Streu- | 
formel wie fiir die Streuung von Elektronen am negativen Kern gelten — 
muB. 


Bezeichnungsweise, Einheiten. 


Wir verwenden natiirliche Einheiten h = 0 = 1 und das HEAVISIDE- 
sche MaBsystem. Die Feinstrukturkonstante ist daher a = e?/4z._ 
Als Metrik verwenden wir | 


1 Seq sioreieno 
Bd fan te ees atta | 
aad el (a ia follies le 


0 0 O) 1 


Das innere Produkt von zwei Vektoren ist daher 


(ab) = a,b" = ayby—ab 


Ferner verwenden wir DirAc-Matrizen mit den Vertauschungsrela- 
tionen (V R) yu yo+ Y» Yu = 2 Suv. Fiir das innere Produkt eines Vierer- 
vektors mit y, schreiben wir einfach 


a=aty, 


Die S-Matrix verwenden wir in der Form von Dyson? 


N 1 m+n +I) é “Wy e 
S=1+4+ 2 att ee + [row p(y) as DPA* pi(aele 
1D AW (Kmart) oo ond PAW Been) ees aa ee oe eee 


Die einzelnen Terme dieser Summe analysieren wir mit Hilfe von 
FEYNMAN-Graphs. Das m-te Glied entspricht der m-ten BorNnschen 
Naherung zum ProzeB n-ter Ordnung. 


5 Massey, Proc. Roy. Soc. A 181, 14 (1943). 
® Roy-GRoven, Phys. Rev. 87, 619 (1952). 
7S. z. B.: Baumann, Acta Phys. Austr. 5; 544 (1952); 6, 53 (1952); 6, 195 (1952). 


es 
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Die Geschwindigkeit des Elektrons relativ zur Lichtgeschwindigkeit 


bezeichnen wir mit £ = |p|/f). Als auBeres Potential verwenden wir 
ein abgeschirmtes CouLoMB-Potential: 4; = (gy, 0, 0, 0) mit 


y =Zeexp (—blr :) [4x |r| |. 
Fiir die inneren Linien der Graphen verwenden wir als singulare 


Funktionen 
vy ( as = (T (v(x), ¥ (y)) )o= 1 Sa (xy) = 
AOR a Se i(k, x—y)) 
Ay ( Sr, = wages ), Ay (9)) Jo = 4 gar Ds (29) = 
el exp (— i (k, x— y)) 
~ sie fas ‘< hk? +70 


Das Potential hat im Impulsraum die Form 


Ay () = [ at xe*99 Ae (2) =(9 ),0,0,0) 


22Z €0 (pp) 


¢ (b) = pL be 


Giiltigkeitsbereich der Naherung. 
Der Giiltigkeitsbereich der BorNschen Naherung wurde bis jetzt 


_meist nur fiir den nichtrelativistischen (NR) Fall ausfiihrlich dis- 


_kutiert®®. Fir die Drrac-Gleichung!® gibt Hrr:TLER als Kriterium 


Za/B <1 ohne Begriindung an. 
Die Tatsache, daB der von Mac KINLEY und FESHBACH l. c. ge- 


- fundene Korrekturterm ~ Za und nicht ~ Za/f ist, scheint damit 


in Widerspruch zu stehen. Wir wollen daher zunachst allgemein den 
Korrekturterm n-ter Ordnung zum Wirkungsquerschnitt (WQ) fiir die 
elastische Streuung untersuchen. Vom Graphen 


NS Va 
a whe 
P Pp’ 
®—-—®—>—@—--:---- eS aT, >—@—-—@® 
> 4 x x * 


mit & Punkten stammt das Matrixelement (ME) 


+4 ¢) #4 43 
( ate [ a, «a9 7, 3 Up Ao (1, — 


t+ ™m 
ro2— m+ 10 


M;= 


r+ mM 
ae Lao 


A (ats) 


SSDisreLe Zs. t. Phys, 74, 785 (1952). 
9 URBAN-WILDERMUTH, Zs. f. Naturf., im Erscheinen. 
10 HEITLER, Quantum Theory of Radiation, 2nd ed. Oxford 1947, S. 84. 
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TA’ \ieed ly 2) 


Up! Vy (ty + M) Vo (r2 + M) ..- Yo (TH-1 + M) Vo Up (1) 


Git (p2—r,? +46) (%—*%)*..- [p2—ria +46] (6—1—1)? 
mit [|= |p|, 710 =p. 7= 1,2). R—1. 
Wir ee 
= [pls Sj, a7; = ipl? a3 Sj - (2) 
und heben iiberall 5 heraus: 
(a — 7)? (P2 — 7? + 16) = Pt (Ga —S)? (157? + Ze) 

Dann wird der Nenner 

ip|t?—-2.N = ip|4 's)? (1 —s,2) (s, — 53)? oa (Ep = Seah 


wobei N dimensionslos ist. Der Zahlerausdruck wird mit 


(1; + m) = 10 Yo) — (57) ie tal =e Ae 67 
gleich 


pad ey 
i= vee {(1; + m) vo} = Po’ —* V0 Aa ‘ i ie (sj Gay ‘ 


Nun ziehen wir bei jedem Faktor mit ungeradem 7 ein yp, durch, dann 
shes sich in diesem Term ein Vorzeichen. Auerdem ist wegen 


= ji—# 
Z= pi (IB + yy + (i 8 (57)] 


Das Matrixelement smd Ponte 


aa i (Za)* a. nie? Sy es Seed i It {Vie RF 
Qh—4 7 2k—4 Gh—I ipl? t Ne j=1 
+ 9+ (8 (57)] Up (3) 
Fiir den Wirkungsquerschnitt brauchen wir fiir die #-te Naherung 
re n+2 i 
>) a MG Ma ee 2s mee = ae 
i+k=n+2 jibemea lew) 2° ork he pe \p|* 


: +n) 1 Lote 
. ars; fo S ee 1 — B? 
1| d*p' Sp te Nie HI (V1—# B+ 


++ (iB (s:7)] (b+ m) | ds... sx GE arese: 


. Kj=1 


+9 + (i? B (5) 9)] 6 (62 — m2) (4) 
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f Durch geeignete Umbezeichnung der Summationsindizes erhalten wir 
_ schlieBlich 


= a Fost ieeg yd: | Le Yo + ( aaa (sj y)] [y1 Pa iy 
—Blr yl Vi-Btynt+ Obey)... 6) 


7=1 


Die Spur ist eine Reihe in £ |/1 — 82, die mit der nullten Potenz be- 
ginnt und mit £”"*? endet. Die Bornsche Entwicklung stellt also keine 
Reihe nach Z a/# dar, sondern es treten in der m-ten Naherung Terme 
~ 6, 6,1, ... 1/8" auf. Da 8 zwischen Null und Eins variiert, ist der 
_ ,ungiinstigste Term“ der -ten Naherung proportional (Za/6)". Fiir 
diesen Term gilt also das von HEITLER lI. c. angegebene Kriterium. 
Es kann aber ohne weiteres der Fall eintreten, daB einige Integrale 
verschwinden und daher einige der oben genannten Terme nicht auf- 
treten. Das ist. z. B. bei der zweiten Naherung der Fall. 

Fiir kleine Geschwindigkeiten erscheint daher die Verwendung der 
Bornschen Naherung problematisch. 

Auch im extremrelativistischen (ER) Fall (6 ~ 1) wird die Kon- 
vergenz nur fiir leichte Kerne gut sein und jedenfalls von dem Ver- 
halten der als Koeffizienten auftretenden Integrale abhangen. Da 
diese schwer abzuschatzen sind, wird die Reihe meist ohne Konvergenz- 
betrachtung verwendet. Hier ware etwas mehr Vorsicht am Platz. 


Matrixelemente. 
Aus der Zerlegung der S-Matrix erhalten wir zu den Graphen 
val he “a 
oe mune anges gi fi 
‘w ®—--—® ®>—®—>— 
x x x 


die Matrixelemente: 


M, = — te Up A’ (p — fp’) Up 


ad eg 7 a ; 
M, = Saat | day A (q ee ae (Pp — 4) Up 
—i2 —— , qm 
os 4 4 r é e ’ 
herr [a q d*7 Up A’ (p' — q) eye ie (ry — 4) 


r+m 
" 72—m?+10 


A’ (p —7) up 
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Mit 2 
2 2nZeOy eee ee 
pl? + @? lp)? lpr 
ae en a LS Be we 2 — 1, da stets ipl = "| (6a) 
P| P| 


erhalten wir, wenn wir alle Integrale dimensionslos machen. 


87221Z a Up’ Yo t 6 (by — bo ) 


M, ip > 
ipl? [4 sin? 8/2 + 02] 

M, ad ma eee (by — Po ) Uy’ [ 

lp| . 

| (m + Povo + [Al v7) , 

[7 —e)? + 87] [(r—e)? + 8) [I— 7? + ie] 

12 — 1 Z3q3 6 (Po— bo) Th [ ed3t « 

rs, : 

Yo lm + bovo— |?! (S7)] [m + Py Vo + ipl (@y)) 


= Up 


[(s—e")? +b] [(¢—e)2+-82) [(s—f)? + B°) [1—s® + ie] [I+ ie] 
Durch Ausrechnen des Produktes erhalten wir in M, im Zahler 


V0 [m* ae 2M Po Vo ae by" Se \p| m (ty — Sy, Yr) az \p| Povo (tr + Sr, Yr) = 


— ||? (y+) (Sp Ye) 
Wegen der Symmetrieverhaltnisse des Problems kénnen wir den vierten 
Term weglassen. Nach Umbezeichnung der Summationsindizes im 
letzten Ausdruck erhalten wir 


[(Po2 + m®) yp + 2m Py + Po (tr + Si, ¥») + [BP ES) 


Mit 
ae ee 
[(S a) PE OAS atv) te aad eee tces 
und 
Mo, r,p (w, ¥, b) — | as d3t + 
12 Dish acrylates 
= (5 1/2(s ) ty Sp) (0) 


[(s—w)2 + B®) [(¢—¥y)2 + 2] [(s—2)2 + 2] [1 —s®-+i0] [122 + ie] 


Ns * 
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erhalten wir schlieBlich 


Ms, —— ed 
At Z*a*6(p,— ayes ’ & 1 a ai 
a zs o— Po Up’ [(m + Poo) Jo (6, €’, 6) + P| (yr, Tr (e, €”, b)] up 
t2°G" 0 (Py — Py) — 


M,= Hay’ [(2 m Py + (Py? + m2) yo) My (e, e”, 6) + 


\p|* 
+ 2 pp |p| yr Mz (e, e, b) + |p|? Mir (e, ’, b)] up 


Die Integrale Jy und /, wurden bereits von Dativz l. c. berechnet. 
Die von ihm angewendete Methode muB jedoch fiir einen allgemeineren 
Typ, wie er fiir eine spatere Arbeit (zweite Bornsche Naherung zur 
Bremsstrahlung) benétigt wird, abgedéndert werden. Deshalb werden 
die Integrale im Anhang in etwas allgemeinerer Form nach einer anderen 
Methode berechnet. 

Die Imaginarteile von J) und J, divergieren logarithmisch fiir ver- 
schwindende 0. 

M,, M, und M,, sind sehr schwierig zu berechnen. Fiir ) > 0 treten 
im Imaginarteil logarithmische Divergenzen, im Realteil solche von der 
Ordnung (In d)? auf. Diese Divergenzen hangen mit dem weitreichenden 
Charakter des CouLoMs-Feldes zusammen. Es ist sehr wahrscheinlich 
(obgleich nicht streng bewiesen), daB sie im wesentlichen nur einen fiir 
die Berechnung von observablen GréBen nicht bedeutsamen Phasen- 
faktor bilden, vgl. Datirz 1. c. 

Im nichtrelativistischen Fall treten nur Integrale auf, die fiir b = 0 
divergieren. Hier liefern alle hOheren Naherungen als die erste nur einen 
Phasenfaktor. Im allgemeinen Fall treten jedoch auch Integrale auf, 
die fiir ) — 0 endliche Beitrage liefern. Wir beschranken uns auf die 
Berechnung dieser Terme (s. Anhang), eine genauere Diskussion der 
divergenten Anteile soll an geeigneter Stelle nachgeholt werden. 


Wirkungsquersehnitt. 
Wir haben zunachst > M;+ Mx zu bilden. Dabei bedeutet M;+ 


i,k 
das Matrixelement zum umgekehrten ProzeB, in dem alle Operatoren 


in umgekehrter Reihenfolge zu stehen haben und iiberall 7 durch —7 


zu ersetzen ist. Das Resultat ist iiber die Spinrichtungen des Elektrons 
vor der Streuung zu mitteln und iiber die nach der Streuung zu 
summieren. Mit Hilfe der Vernichtungsoperatoren kénnen wir in be- 


_ kannter Weise die Spinsummationen in solche tiber alle vier Spinoren 


te) ee le i ee 


iiberfiihren und die Spur der Operatoren bilden. Durch geeignete Um- 
ordnung der Faktoren geht M;+ Mx in M; Mx~ iiber, so daB wir stets 
nur einen der beiden Terme zu betrachten brauchen. AuBerdem sieht 
man, s. 1a, daB die Imaginarteile von M;+ Mx wegfallen. 
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Nach Division durch die Dichte des einfallenden Stromes erhalten 
wir fiir den Wirkungsquerschnitt mit M; = Up Q; up 


1 , ,' 
pd) oom | @ e x pp 5h +m) Op Et ae we 
i,k by > 


Fiir die elastische Sanat hat Q; stets die Form Q; = Q;’ 6 (fp — fo) 
und wir finden einfach 


1 1 ae, 
v= Sah | arb Sp(p + mor (p' +m) Or (12) 
ik 


mit |p|= |p|, Po = Po’. 


Wir brauchen die Spuren 


5 Se (P+ m) (pl + m) =m? + po? — (6 P") = 2p? (1— BP cos? 9/2) 


Sp (P+ ™) Yu (DP! +m) = m (bu + pu’) 


= Sp (p +m) yo (p’ +m) yp =m? + Py? + (b P') = 2 Bo? (1—B? sin? 8/2) | 


— Sp (P + M) Yo (DP + ™) Yr = Po (br + fr’) 


1 By ees ' ' 
qe PT m) Yr (P' + m) ys = 2p? sin? /2 d,s + Pr’ bs + bs b's 


Damit finden wir fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt: 
Erste Naherung 


Bo t= pea 
qe © (1 — £2 sin? #/2) 


A? |p|? [4sin20/2 + b2]2 


(14 a) 


Zweite Naherung 
seers at 
do, = = {2(1— 6?) +2(1— 
Bex? |p|? [4sin?d/2 + 5?) 


— f® sin? /2)] Jo (e,e’, 6) + B2(Jr(e,e",b),er-+ er’) (14) 
Dritte nee 
vad Tk 


do, = ———— {]” [(1— ?) (1 — 8? cos? 8/2) + (1 — f2 sin? 9/2) + 
8 n° |p|? 64 
+ 2(1—6%)] + 62 (2— #2) Jy (Je + e’) + BF [sin29/2 (J, J) + 
a a os 4,4 od 
17a ey} 4 sae (M, (¢, &, ) (2 (1 — 6%) + 


2a fe" ipl? [ [4sin2 9/2 + 62] 


+ 2(2— B?) (1—B? sin? d/2)]+2 82 (My, er + ey’) ) +62 V1— Bb? Mis (e, e,b)} 
(14 c) 


. 
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Betrachten wir nun das reine COULOMB-Feld, so ist 


Rene hee an? (Sin 0/2) 
(J (e,e',0),e + e’) _— sin 3/2 (15) 
und wir erhalten als konvergente Beitrage bis zur dritten Ordnung 
wat 
do, + do, + dos = —> 2 | 1—APsint0/2-+Zapasind/2(0— 
4 |p|? 6? sint 0/2 
Zan B2 
— sin 9/2) + 2 PF ¢g29/2 (1 —2sind/2 + 2sin29/2— 
—2sin°?/2 + sin*#/2) + Z2a? sin? 0/2 K | (16) 


mit K (8) aus (A 21). 


Die ersten drei Terme sind identisch mit der von Mac KINLEY-FESH- 
BACH I. c. abgeleiteten Formel. 


Eine fiir die Streuung von Positronen geltende Formel erhalt man 
einfach durch Umkehr des Vorzeichens von Z. 


Anhang. 


Wir berechnen nun die vorne bendtigten Integrale: Wir beginnen mit 


- es b) = | atv (1; vy) dy (1: vy) 
mare rns I< A (1) (2) (3) 
[(v — w)? + b?)] [(v— y)? + b?] [1 —v? 4 te] 


(A 1) 
> > > > 
und betrachten zunachst nur Jy: Wir spannen auf w, y und (w X y) auf: 
> lS Up < 
aa x SA | | See A2 
2Jr=awy+ By ty (wx Yr f were ( ) 
Nun ist 
oe > 
2 (eC) == We htb* - 2e— (1) — {3) 
SSS : (A 3) 
2 (ye) = y? + 1 + 67 4-42 — (2) — (3) 


_ Nennen wir 


d3v d3v d3y 
Ay eee oy i Mea (oe ee A 
| aa | ame ic a 4 


so wird 
> => > 
, 2 (Jr wr) =aw? + B (yw) = (w? + 241+ ¢8) Jo—K,— Ky 
» Samal > => 
> 2(Iryr) =alyw) + By? = (y? +0? +1448) Jo —K,— Kz (A 5) 
7 — mre DE GG') 
: 2(Jr(w x y)r) = y (w Xx ma f eee du = 0 
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Aus diesen Gleichungen erhalt man 


a= {lt $F 9 Jo Kl 21 + 
[w? y?—(y w)3] 
+92 (w2— (y#)) Jo—9? E, + (y w) ) Ka} 
1 ane (A 6) 
6 = 1 {ln tt + id J, — Kl lvt— w+ | 


(ee? 9/2 (yw) |) 
> eo 
+ w? (y2?— (yw) Jy —w® Ky + (yw) Ky} 
y=0 
und mit Gl. (A 2) ist J, ausgedriickt durch Jy, K,, Kj, Kz. Mit Hilfe der Formel 
(A 2) von Datitz 1. c. finden wir ferner 


ee aad eee ee Se 
or am : 2 cf = 24 72 
ree ig Bee lel tat) Sak | eb al iin f/f ype +6 
= =| ate oo (12 pps 

|y| Loy eoy ly sdb haters 
(A 7) 


—> —> 

kK, entsteht daraus durch Vertauschen von |y| und |w|. Nun finden wir mit Hilfe 

der Formel | 
+1 1 


1 2dz hs | 
0 


= 


1 


aoe 


[(v—w)® + b3] ((o— 9)? +B] 


—1 
+1 
ee! dz 
2 > —> 1 ibe (A 9) 
{ea +- ri 
->—Clc = 
Zur Berechnung von KA, transformieren wir v—a = x und finden 

ap 
3 | 
K : dz 272 ’ ly — w| | 
ig 00" — = are sin | — = | = 
/G ra / mae tes | 
ly — w| | (y—w)* + 4b? | 
—1 
oe 2b+%1\y—w | 
we lee (A 10), 


Zur Streuung schneller Elektronen. 521 


Fur Jo erhalten wir, wenn wir in der Formel (A 3) von Datitz A2 = AG pil 
‘setzen, 


oS) 
dz 
Jo = 20? = na ; (A 11) 
ap — w2 ae i) ps an iye| 


/ 


2 = Pepe Ro eens cos Pore foe hoes 


y? — 1) Q —b (v2 — 1) —b? (2— Q) peta | 
LL G ue 
R 
(A 12a) 
—> — —> —> 
Fir kleine 6 finden wir mit R ® |y—w)?, Q & |y —»| 
ant b (an — = 
ec = m er (3 se! Fe Nbr [ly — w| —2 b] 
ly— »|? |y —w|? 
ar > > b Me. Be SS | 
Percig * Sy — 1s it le 2d (A 12b) 


> 
lz»? 
ir verwenden die Formel im folgenden immer (wie vorne) mit 


> —> —> —> 
y=, w=e’, wz =] 


er Realteil der Funktion hat fiir 6 = 0 an der Stelle #2 = 1 einen Sprung. Wir 
finden 


al 3 Wi 
Rolie. é =~ — 7 (A 13) 

ate? 

Ferner erhalten wir fiir b = 0 
>> m3 
Je CE VAM) Nome = 
|é —e’| 
= (A 14) 
Re (K;, (e, 0)) = —23/2 (analog K,) 


oa > k 
Re (Kj (y, 0)) = 90, wenn y? + 1 ist. 
erden beide Vektoren Einheitsvektoren, so wird 
i a(1— si /2)) 
ci é A 15 
8 cos? 3/2 sind®/2 ag, fr) ie 8) 


Re (J,) =0,  Re(Jr(e,e’,0)) = 


— 


oe 
MI == <a ey ee 
un berechnen wir M: Das Integral ist sehr schwierig auszuwerten. Wir be- 
trachten daher stets den Fall b = 0, wo dies keine Divergenzen mit sich bringt. 
unachst ist 
Acta Physica Austriaca. Bd. VII/3. 21 
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a 


-oO dt ——- 1 
Mo,1,17 (w, y, 6) = = = [Joteieens5 ur (w, t, b) + 
[1—# + ie] [(@—y)? + ie] 


siphon: tio] (A 16) 


ed 


Wir brauchen nur M (e’,e, b). 
Zerlegen wir gema8B 


1 : 
1/1—# +ie= org an ars 
so erhalten wir reelle Beitrage, wenn wir in dem Glied, das dem ersten Term der 
Zerlegung entspricht, den Realteil, im zweiten hingegen den Imaginarteil von Jo,r 
einsetzen. Der zweite Term hat die Gestalt 


6 (1— #) 6 (1 — s?) (1.5 (ty + Sr), ty :) 


—n? | ar dis (A 17) 


> 


(¢—s) cp OE eR 4b") sea Oo 


und liefert fiir b = 0 nur divergente Beitrage. Im ersten Term zerlegen wir zu- 


nachst J, in Bestandteile, die an der Stelle ¢ = 1 einen Sprung haben und in 
—> X — 
sprungstellen-freie Anteile. Ist ¢ der Einheitsvektor in Richtung von 7, so er- 


halten wir mit Gl. (A 14) 


a 1 > > 
2 i I —(ee’) (a =| .s | Bre (ese =o (ee) “|- | 
1 — (ee’)? 
ea ( 7) er’ + (! ta) | — K, (ér’ — cosy éy) + 
be" 
+ : Kg (cosy ey’ — ol (A 18) 


IMG — alee) | 


Mit dieser Zerlegung zerfallt My, in sprungstellen enthaltende und sprung 
stellenfreie Anteile: My yy = My rrlf) + My y(8) My enthalt nur Bestandteile, 
mit Sprungstellen. Da die Sprungstelle in den entsprechenden Integralen mit. 
jenem Pol des Integranden zusammenfallt, beziiglich dessen der Hauptwert zu 
nehmen ist, divergieren die Integrale, da der Integrand sein Vorzeichen wechselt. 
Die Divergenz tritt jedoch nur fiir 6 = 0 auf, da nur dann die Sprungstelle mit dem 
Pol zusammenfallt. 

Wir berechnen nun die sprungstellenfreien Integrale: 

Die Stelle ¢ = 1 bleibt wegen der Hauptwertbildung ausgeschlossen, dahe 
fallt AK, weg. In? b) wurde K, irrtiimlich mitberiicksichtigt und der Wert an 
der Stelle / = 1 als Naherungswert eingesetzt. Das erscheint zwar auf den ersten 
Blick plausibel, ist jedoch wegen des Vorzeichenwechsels bei ¢ = 1 nicht gerecht 
fertigt. 
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Wir erhalten zunachst 


1 3 (1 <2) 1 cosy + (5 — cosy) 
Py edt 
yp 


(t? — 1) (#2 — 2tcosu-+ 1) )#—2tcosp es ~ 


2 (t2— 1) (#—2tcosmu + 1) |/#— 2tcosy+1 


: ast 
(#2 — 1) |t—e|? |t— e’| 


=> —> 
Wir transformieren |f—e’| = s und zerlegen den Nenner mit Hilfe von 


Gi. (A 8). Nach einiger Rechnung erhalten wir 


; Myf) = —x4 K, (8) = 
=—7* | dx : : 
| (z*— 1)* 4 cos* #24 (1.-+ 4*— » (1 + cos? #/2)) 
0 


2 [x22 x cos? #/2+1] — | (x? —1)2—4 cos? B/2 x (14+ ¥2—x (1+ c0s28/2)) 
sit 
2 [#2—2 x cos?#/24+1] + |/(%2?—1)2—4 cos? 8/2 x (1+ 42—x (1+ cos? #/2)) 


(A 20) 
Ferner brauchen wir 


co 
Te a Oe t dt cosy 
M,(t Wades eae 
Beier + er’) | 5 heer rey ware a 
0 


t— cosy 1—tcosy 1 
+ =>-=>— |+ (cosu + cosy ) 6 ae 
le—e' t—e'| 


Nach einiger Rechnung finden wir 


a eh 
(M,), ep +e!) =~ += 1 (0) = —aK, (0) 
16 8 
it 
a 3 
d 
L (8) -{ is ‘| cat Mik eee 
’ t+ J siny #2 +1—2tcosy 
| #2 + 1—27¢(1 + cos#—cosy) | (A 21a) 
V (2 + 1—2¢cos (yp + 8)) (#2 + 1— 2t cos (y— 9)) 
In Gl. (16) wurde 
Fg? 
KEG) ) = ky (?) + Ke, (3) (A 21) 


esetzt. KK (#) muB8 numerisch berechnet werden. 
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Uber die Abmessungen idealer Kristallgitter*. 


Von 
Adolf G. Smekal. 


wirkliches Mitglied der Osterreichischen Akademie der Wissenschaften. 
Aus dem Physikalischen Institut der Universitat Graz. 


Mit 2 Abbildungen. 


(Eingelangt am 31. Mai 1957.) 


1. Es darf den faszinierendsten Vorstellungsbildern der Natur- 
wissenschaften beigezahlt werden, da8 die BrAvaisschen Raumgitter 
zwischen den molekularen Gr6B8enordnungen und den handgreiflichen 
Abmessungen von Kristallindividuen eine Briicke spannen, wodurch. 
Eigenformen der Molekularwelt im Bereiche unserer Sinneswahr- 
nehmung Anschaulichkeit gewinnen. v. LAUEs Entdeckung der Rontgen-, 
strahlinterferenzen hat die physikalisch-chemische Realitat von Gitter- 
strukturen zur Evidenz erhoben und den AnstoB zur Entwicklung einer: 
mathematischen Theorie der Kristalleigenschaften gegeben, die vor 
allem in den Hainden von Max Borwn als konsequente Grundlage den 
Begriff des beliebig ausgedehnten physikalischen Idealgitters bendtigtal 
Dieser Idealisierungsschritt hat auf die Interpretation zahlreicher 
Kristalleigenschaften zuriickgewirkt. Man berechnete unter anderem: 
eine ,,molekulare Lerveipjestichest™ idealer Kristaligitter, womit bei 
spaltbaren Kristallen die Freilegung molekular- ebener Spaltfldachen in) 
Aussicht gestellt schien. Mit dem “Vorschlag, die Entstehung durch-| 
laufender Translationsebenen als Quantensprung autzufassen, wiirde: 
das ideale Kristallgitter sogar die makroskopische Projektion eines: 
Quantenvorganges vermittelt haben. Solche Einzelfolgerungen erweckten) 
allerdings alsbald den Verdacht, da8 mit ihnen die Grenzen des Ver-: 
wirklichbaren bereits iiberschritten sein kénnten. | 

Kein mit dem Augenschein der Kristallwelt Vertrauter kann jemals 
iibersehen haben, da die Flachengiite der Wachstumsformen, de 
Spaltbarkeit oder der Verformungstranslation in der Regel durch al 
liche Grade der Unvollkommenheit gekennzeichnet ist, ein Ergebnis; 
das durch Anwendung licht- oder elektronenoptischer Hilfsmittel di 
weitestgehende Vertiefung erfuhr. Die mikrointerferometrische Priifun 


* Herrn Professor D, Victor Francis Hess zum 70. Geburtstage zugeeignet} 
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_ von Kristallflachen beliebiger Entstehung zeigt, daB gréBere molekular- 


ebene Flachenelemente iiberaus selten gefunden werden, wobei nach 
Millimetern oder gar Zentimetern messende Dimensionen scheinbar 
nur an Einzelindividuen vom Schichtgittertyp auftreten. Dieser Sach- 
verhalt braucht nicht als Widerlegung der Existenzméglichkeit be- 
liebig ausgedehnter physikalischer Idealgitter aufgefaBt zu werden. 
Er belegt jedoch die Notwendigkeit einer Ermittlung der Umstande, 
welche die aktuellen Mikrostrukturen kristallisierter Stoffe bestimmen, 
in denen JIdealgitterbereiche und Fehlbauelemente in stoffspezifisch- 
statistischer Art zusammenwirken und davon abhangige Kristalleigen- 
schaften hervorbringen. 


2. Unter diesen Umstanden muB es gr6Btem Interesse begegnen, daB 


-der Altmeister der Idealgittertheorie Max Born vor einigen Jahren 


(1946) erwogen hat, eine Begrenztheit von Idealgitter-Abmessungen aus 
der Idealgittertheorte selbst abzuleiten. Den Ansatzpunkt dafiir liefert die 
quantenmechanische Behandlung der Wechselwirkung der im Ideal- 


_ gitter vorhandenen Elektronen und Atomkerne, die nur durch An- 


wendung geeigneter Stoérungsverfahren und Reihenentwicklungen aus- 
fihrbar ist, mit der Zielsetzung, das Ergebnis jener Wechselwirkungen 
allein durch die Gittergr68en auszudriicken. In dem von Borw und 
OPPENHEIMER durchgefiihrten Stérungsverfahren ergibt sich eine Reihe 
nach gebrochenen Potenzen des Verhaltnisses von Elektronenmasse zu 
Kernmasse, welche einen begrenzten Konvergenzbereich besitzt, in den 
die Warmeausdehnung des Kristalls und die Nullpunktsenergie seiner 
Gitterschwingungen eingehen. Daraus folgt, da8 die Abmessungen 
idealer Gitterbereiche beim absoluten Nullpunkt ganz allgemein die 
GroBenordnung von héchstens 1000 Gitterabstanden besitzen und mit 
steigender Temperatur allmahlich vermindert wiirden. Die Abmessungen 
von Idealgitterbereichen wiirden somit durch die Wdrmebewegung der 
Kristallbausteine begrenzt sein; die Schwingungen der letzteren sollten 
gewissermaBen eine Schwachung der Gitterkrafte verursachen und da- 
durch Fehlbauerscheinungen begiinstigen. In einer spateren Unter- 
suchung (1951) hat Born gezeigt, daB die Eliminierung der Elektronen- 
bewegung auf eine allgemeinere Art als jene von BoRN und OPPEN- 
HEIMER ausfiihrbar ist, wodurch die soeben berichtete Konvergenz- 
grenze hinfallig wird. Die neue, fiir unbegrenzte Gitterabmessungen 
brauchbare Lésung enthalt jedoch als Parameter nach wie vor die 
Quadratwurzel aus dem Verhaltnis von Kernmasse zu Elektronenmasse, 
welche dem Zahlenwert jenes kritischen Vielfachen der Gitterabstande 
entspricht. Eine Partikularlésung, welche diese Gitterabmessungen be- 
vorzugt, konnte bisher nicht gefunden werden, kann aber von vorn- 
herein auch nicht ausgeschlossen werden. 


3. Ob die Weiterentwicklung der Idealgittertheorie aus dieser selbst 


eine gesicherte Aussage iiber die Zwanglaufigkeit von Fehlbauerschei- 


nungen gewinnen wird, muB8 also vorerst noch offen bleiben. Es liegt 
nahe zu erwarten, dab eine rechnerische Entscheidung, wenn tiberhaupt 
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moglich, nicht ohne Einbeziehung der Energieschwankungen des Gitter- 
baues gelingen kann. Die thermische Anregung zumindest der ein- 
facheren Kristallgitter umfaBt ja auBer der von Born allein bertick- 
sichtigten Warmeausdehnung auch die von SCHOTTKY und FRENKEL | 
postulierten Arten von thermischer Liickenbildung, die sich bei der 
Deutung von Selbstdiffusion und Ionenleitung solcher Gitter bewahrt | 
haben. Es ware von groBem Interesse zu sehen, ob eine statistische Ver- | 
tiefung der Bornschen Betrachtungen in eine gittertheoretische Be-_ 
griindung der Liickenbildung ausmiindet, womit keine Begrenzung des | 
Idealgitterbaues verbunden sein miiBte, oder ob dieser Weg auch weiter- 
hin einer Festlegung warmebedingter Grenzen von Gitterabmessungen > 
zugute kame. 

Jede von Warmeschwankungen unabhangige Begrenzung von 
Idealgitter-Abmessungen wiirde namlich dazu ungeeignet sein, die 
zeitlichen Nachwirkungserscheinungen wiederzugeben, die einen charak- 
teristischen Zug jener Kristalleigenschaften ausmachen, mit denen sich 
das Verhalten unbegrenzter Idealgitter in Widerspruch befindet. Im 
Gegensatz zu den strukturunempfindlichen Nur-Gittereigenschaften 
sind die von den Mikrostrukturen abhdngigen strukturempfindlichen | 
Kristalleigenschaften zugleich mit diesen Mikrostrukturen abhangig von | 
der mechanischen und thermischen Vorgeschichte des Kristall-_ 
individuums, ferner von seiner chemischen Vorbehandlung und Reinheit, 
wovon hier jedoch abzusehen ist, soferne die Erwartung der Idealgitter- | 
theorie zutrifft, die erstgenannten Nachwirkungseinfliisse unabhangig 
von einer Beteiligung von Fremdatomen verstehen zu kénnen. 


Die Forderung der Koexistenz von strukturunempfindlichen und 
strukturempfindlichen Kristalleigenschaften an die Idealgittertheorie 
besteht somit im Grunde darin, den Kristallzustand als thermodynami- | 
schen Nichtgleichgewichtszustand verstandlich zu machen, welcher vom 
Gleichgewichtszustande nicht nur geringfiigig, sondern auch individuell 
abweicht und der Einstellung des letzteren geniigend wirksame Hemmungen 
entgegensetzt, die innerhalb endlicher Zeiten, wenn tiberhaupt, nur aus- | 
nahmsweise iiberwunden werden. Welches ist nun dieser Gleichge- 
wichtszustand? Sollte das beliebig ausgedehnte physikalische Ideal- 
gitter den Grundzustand nicht darstellen? Der Bornsche Vorschlag 
verlangt eine Beschrankung auf feinkolloide Abmessungen, in denen 
kein Element des Ungleichgewichts vorgesehen ist. Somit wird auf 
diesem Wege die bendtigte grundsatzliche Lésung des Problems noch 
nicht erbracht oder auf die unerérterten Vorgange an den Grenzen der 
Bornschen Gitterblécke fortgeschoben. 


4. Es scheint uns, daB diese oder ahnliche Unvollkommenheiten jedem 
rein gittertheoretischen Versuch anhaften werden, weil er notwendiger- 
weise von Annahmen iiber den Gleichgewichtszustand ausgeht, anstatt 
von Kenntnissen tiber die allein verwirklichbaren, gleichwohl nur wenig 
abweichenden Nichtgleichgewichtszustande. Daher haben wir bereits 
vor zwanzig Jahren einen Versuch vorgelegt, eben von diesen Nicht- 
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gleichgewichtszustanden auszugehen und sie als das zu nehmen, was sie 
realiter vorstellen, namlich als die Ergebnisse der mit endlichen Ge- 
schwindigkeiten vorsichgehenden Erscheinungen des Kristallwachstums. 
Damit wird ein jeden Kristallzustand von vornherein mitbedingender 
Faktor in Rechnung gezogen, der ihm individuelle Ziige eines Nicht- 
gleichgewichtszustandes aufpragt und diese in den strukturempfind- 
lichen Kristalleigenschaften verfolgbar macht. Dieser Weg erfordert 
keine vorausnehmenden Betrachtungen iiber die Abmessungen der 
Idealgitterbereiche, die den héchstens in Grenzfallen verwirklichbaren 
thermodynamischen Gleichgewichtszustinden kristallisierter Stoffe zu- 
gehoren. Ein Riickschlu8 auf diese Abmessungen erscheint jedoch aus- 
sichtsreich, falls es gelingt, die quantitative Wirksamkeit aller das tat- 
sachliche Kristallwachstum mitbestimmender Einfliisse festzulegen. 

Soweit die mit dem Kristallwachstum verkniipften Fehlbauer- 
scheinungen ohne Mitwirkung von Fremdatomen zustandekommen, sind 
sie darauf zurtickfiihrbar, da8 der Anlagerung von Bausteinen an die 
Wachstumstlache grundsatzlich eine Mehrzahl individueller Bindungs- 
moglichkeiten offensteht, unter denen KossELs wiederholbarer Schritt 
nur die energetische Vorzugsstellung besitzt, ein ideal gewachsenes 
Gittergebiet auf ,,ideale“’ Weise fortzubauen. Mit jener naheliegenden 
Grundannahme einer allgemeinen Theorie des realen Kristallwachstums 
(1933) kann sowohl von seiner langsamsten Form, dem tangentialen 
Flachenwachstum, als auch der beschleunigteren, senkrecht zur Wachs- 
tumsoberflache vorsichgehenden Stoffanlagerung Rechenschaft abgelegt 
werden. Gegeniiber diesen beiden Hauptformen ist die neuerdings von 
BuRTON, CABRERA und FRANK erkannte reizvolle Moglichkeit spiral- 
formigen Stoffanlagerung um die Miindungsstellen sogenannter Schrauben- 
versetzungen (1949) ohneweiters als Sonderfall von Tangentialwachs- 
tum einzusehen, dem nur eine stofflich beschrankte Tragweite zuzu- 
kommen scheint. 


In jedem Falle sind es sowohl ,,nichtideale“’ als auch ,,ideale’’ An- 
lagerungsbindungen, die der thermischen Um- und Neuordnung be- 
diirfen, wenn eine schrittweise Annaherung an den Gleichgewichts- 
zustand aus den beim Kristallwachstum gebildeten Nichtgleichge- 
wichtszustanden vorsichgehen soll. Damit entsteht die Frage nach dem 
EinfluB der chemischen Bindungsart auf Dispersitat und Bestandigkeit 
der entstehenden Mikrostrukturen (1952). Sie fiihrt zu der Erwartung, 
daB neben der Bindungsstarke auch der Gerichtetheit oder Ungerichtethert 
der Bindekrajfte ein maBgebender Einflu8 zukommen wird. Diese Fak- 
toren sind naturgem4B in sehr ahnlicher Weise wirksam, wenn eine zu- 
sdtzliche Beriicksichtigung des Einflusses von Fremdatomen auf das 
Kristallwachstum (1933) vorgesehen wird; doch kénnen dann noch be- 
sondere Affinitatsverhaltnisse hinzutreten. 


5. Ebenso wie jede rein theoretische Beurteilung ist eine experi- 
mentelle Klarstellung der aufgeworfenen Fragen bestimmten grund- 
satzlichen Schwierigkeiten ausgesetzt, die im letzteren Falle von den 
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unvermeidlichen Fremdstoffgehalten selbst der reinsten Stoffe herrihren, 
wozu auch innerlich und duBerlich adsorbierte Gasmengen gehéren. 

Um den Einflu8 der Wachstumsgeschwindigkeit und der Warme- 
bewegung auf die Kristallbeschaffenheit kennenzulernen, wird man 
Kristallzustinde miteinander vergleichen, die tibereinstimmende Fremd- 
stof{gehalte besitzen, aber bei verschiedenen Temperaturen gebildet wurden. 
Diese Bedingungen sind praktisch nur am Kristallwachstum der Um- 
bildung verformter Einkristalle durch Rekristallisation verwirklichbar. 
So konnten mit H. G. MULLER Untersuchungen an Stezmsalzkristallen 
ausgefiihrt werden, deren Bildungstemperaturen zwischen 300° und 
800° C gewdhlt waren (1934/35). Dabei gelang es erstmalig, den Uber- 
gang vom tangentialen zum Normalen-Wachstum aufzufinden und die 
Mikrostrukturen der entstandenen Einkristalle durch Untersuchung 
zweier besonders stark beeinfluBbarer strukturempfindlicher Kristall- 
eigenschaften zu vergleichen: der mechanischen ZerreiBfestigkert als 
Reprasentant eines hochempfindlichen makroskopischen Verhaltens, 
sowie der Menge und Bestandigkeit sogenannter Farbzentren als MaB fir 
eine wohlbekannte Art von atomarer Liickenhildung. Hierbei zeigte sich 
vor allem im Bereiche des Normalen-Wachstums, daB Zunahmen der 
Knristallisationstemperatur oder der Wachstumsgeschwindigkeit eine Ver- 
mehrung der atomaren Liickenbildung zur Folge haben, ein Resultat, das 
auch im Bereiche des Tangentialwachstums belegbar ist. Grundsatzlich 
iibereinstimmende Vorgange sind nunmehr auch im Bereich des bisher 
allein bekannten Normalen-Wachstums von Aluminium sichergestellt 
(1949). Die weiterreichenden Steinsalz-Ergebnisse (1934/35) zeigen 
dariiber hinausgehend allerdings auch, da8 die photochemisch regi- 
strierte Art von Liickenbildung in bezug auf die mechanische Festigkeit 
ebenso wirkt wie atomdisperser Fremdstoffeinbau und daB daran auch der 
mit BURGSMULLER untersuchte EinfluB des Gasinhaltes der Kristalle 
auf thr mechanisches Verhalten (1936) beteiligt ist. 

Die Fehlbauerscheinungen der Salzkristalle und die damit zusammen- 
hangenden Abmessungen threr Idealgittergebiete sind mit den zeitlichen 
und thermischen Bedingungen threr Wachstumsvorgdnge demnach in der 
evwarteten Weise verdnderlich. Doch ergibt sich zugleich ungeachtet der 
Konstanz der anwesenden Fremdstoffmengen von insgesamt 0,01 Mol- 
prozent, daB die Verteilung der Fremdatome im Kristail durch die ge- 
nannten Faktoren mitbeeinfluBt wird und daher die Abmessungen der 
Idealgittergebiete mitbestimmt. Nachdem Wechselbeziehungen zwischen 
atomdispers eingebauten Fremdstoffgehalten und Liickenbildung in 
steigendem Mae auch durch Untersuchungen iiber die Diffusions- 
vorgange in Metallen und Salzen belegbar sind, mu8 gefolgert werden, 
daB dieses Zusammenwirken keinen zufalligen Charakter besitzt, wobei 
dem allgegenwartigen FremdstoffeinfluB wegen seiner Unausschaltbar- 
keit schlieBlich ein gewisser Vorrang zukommt. Der Ungleichgewichts- 
charakter wirklicher Kristallzustinde mag daher auch bei anderen als 
den untersuchten Stoffen wesentlich oder vorwiegend durch die Gegen- 
wart substanzfremder Bausteine verursacht sein. 
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6. Die vorstehend angewendeten Untersuchungsverfahren sind derart 
zeitraubend und miihevoll, daB zur Priifung des oben (Nr. 4) erwarteten 
Einflusses der chemischen Bindungsart auf die Abmessungen idealer 
Gitterbereiche ein unmittelbarer Zugang gefunden werden muBte. Er 
griindet sich auf die den eingangs erwahnten ersten Vorstellungen (Nr. 1) 
entgegengesetzte Erwagung, daB das mechanische Verhalten von Ideal- 


_ gittergebreten und jenes von Kristallbereichen mit Inhomogenitétsstellen 


J 
, 


grundsatzliche Verschiedenheiten aufweisen miissen. Im ersteren Falle 


_ sollte die Uberwindung der chemischen Bindekrafte durch den Volumen- 


vorgang einer Plastizitdtserscheinung stattfinden, auch wenn im letzteren 
Falle, an Inhomogenitatsstellen beginnend, durch Ausbreitung von 
Bruchvorgdéngen ein Sprddverhalten der Kristallsubstanz zustande 
kommt (1942, 1950, 1953). Derartige Verschiedenheiten sollten daher 
namentlich an Stoffen mit bevorzugt starken und gerichteten Bindekraften 
vorhanden sein, also an besonders harten Stoffen, wahrend die bisher be- 
trachteten Metalle und Salze wegen ihrer verhaltnismaBig schwachen 
und nichtgerichteten Bindekrafte héchstens in Tieftemperaturen merk- 
liche Sprédigkeit gewinnen. 

Wegen der zu erwartenden geringen Abmessungen der Jdealgitter- 
gebiete ist die mechanische Beanspruchung der Kristallproben im 
Ritzversuch vorgenommen worden, der auch in mikroskopischen Dimen- 
sionen ausfiihrbar ist, wobei Kontaktflachen unterhalb-eines Quadrat- 
mikrons gewahlt wurden. Nachdem die muittlere GroBenordnung chemischer 
Bindefestigketten' in mechamischem Maf durch 


100000 kp/em? = 1 p/u? 


gegeben ist, entsprechen die erforderlichen Ritzlasten hier der Gewichts- 
kraft von Grammen oder Bruchteilen davon. Die Beschaffenheit der 
Ritzspuren kann lichtoptisch-mikrointerferometrisch oder tibermikro- 
skopisch untersucht und vermessen werden (1941, 1943). 

Wie mit WERNER KLEMM Zzuerst 1941 festgestellt wurde, zeigen 
unter den angegebenen Bedingungen sowohl Silikatglaser als auch 
Quarz- und Korundkristalle lichtoptisch bequem auflésbar, flache, vollig 
gleichmaBige bruchfreie Ritzfurchen, neben denen die flastisch ver- 
dvingte Stoffmenge beiderseits in niedrigen Wallformen angehauft 
wird. Diese Untersuchungen sind kiirzlich mit PUCHEGGER auf Hart- 
stoffkristalle anderer Art einschlieBlich des Diamanten ausgedehnt, sowie 
an den viel weicheren Kristallen von Kalkspat und Dolomit in besonderer 
Ausfihrlichkeit vorgenommen worden. Als Beispiel dafiir zeigt Abb. 1 | 
zunachst eine bruchfreie Ritzspur auf vielkristallinem Wolframkarbid. 
In allen diesen Fallen von Kristallen mit sprodem Stoffverhalten be- 
statigt sich somit bei Anwendung geniigend kleiner Ritzlasten und 
Kontaktflachen das Ausbleiben jeglicher Bruchbildung zugunsten eines 
plastischen FlieBverhaltens, dessen Kraftbedarf in der Tat einer direkten 
Uberwindung der chemischen Bindekrifte in Idealgittergebveten ent- 
spricht. Dieses neuartige Stoffverhalten im Idealgitterzustand ist als 
athermische Mikroplastizitéit anzusprechen, soweit sein hoher, durch die 
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GréBenordnung der Schmelzwarme gekennzeichneter Energieumsatz den | 
Energievorrat der Warmebewegung geniigend tibertrifft. Die Tem- 
peraturunabhangigkeit des primaren FlieBvorganges konnte im tibrigen, | 
der Einfachheit halber am isotropen Silikatglas, mit STARZACHER be- 
sonders gepriift und bestatigt werden. 


Abb. 1. Bruchfreie Ritzspur eines mit 20 p belasteten Schreibdiamanten auf vielkristallinem Wolfram- 
karbid. Die Einzellkristalle sind praktisch fehlerfrei. Der zwischen ihnen vorhandene metallische Binder 
ist weicher als das Wolframkarbid und erzeugt zumeist ebenfalls keinerlei Aussplitterungen. Reichert 
Z-Mikroskop, Auflicht-Hellfeld, AbbildungsmaBstab des Orginals 700:1. (Nach F. PucHEGGER 1952). 


Die vorstehenden Versuchsergebnisse liefern nun ein einfaches 
Mtkroverfahren zur mechanischen Abtastung der Abmessungen von Ideal- 
gittergebieten 1n GroBkristallen. Hierzu benutzt man Standard-Ritz- 
werkzeuge mit geometrisch einfacher Kontaktflache wie etwa Vickers- 
Diamantpyramiden, die mit einer Dachkante von nur 0,1 w herstellbar 
sind. Durch Steigerung der im Mikroritzversuch angewendeten Be- 
lastungen wird schlieBlich eine kritische Lastgrenze tiberschritten, an 
der die ersten Bruchbildungen auftreten und damit das Ubergreifen des 
mechanischen Beanspruchungsfeldes auf Inhomogenitatsstellen anzeigen. 
Als Beispiel dafiir bringt Abb. 2 nach PucHEGGER Ritzfurchen auf 
Rhomboeder-Spaltflachen eines Aalkspatkristalls, womit fiir diese 
nichtkubische Gebilde eine statistische Ordnung seiner bruchauslisenden 
Inhomogenitatsstellen parallel zu den Schrigrichtungen seiner drei Spalt- 
fldchensysteme belegbar ist. Man erkennt namlich, da8 eine bestimmte 
Ritzrichtung und thre Gegenrichtung mechanisch ungleichwertig sind, indem 
der eine Richtungssinn in einem gewissen Lastbereich noch bruchfreie 
Ritzfurchen ergibt, wahrend der entgegengesetzte bereits Brucherschei- 
nungen liefert. Uberdies zeigt die erstgenannte Ritzrichtung oberhalb 
ihrer kritischen Lastgrenze andersartige Brucherscheinungen als die 
zweitgenannte, indem sie unter Bruchbildungen parallel zur geritzten 
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Spaltflache die Entstehung von Zwillingslamellen erméglicht, die ent- 


gegengesetzte Ritzrichtung jedoch wie schon  vorher, 


flache Aus- 


splitterungen hervorbringt, deren Umrisse immer haufiger eine Mit- 
wirkung der beiden anderen Spaltflachenarten dartun. Aus der Gesamt- 
heit dieser Erscheinungen und ihren GréBenverhiltnissen kann ge- 
folgert werden, daB die bruchauslisenden Inhomogenititsstellen in Kalk- 


spatkristallen inselformig ver- 
teilt sind und die zwischen 
ihnen vorhandenen rhombo- 
ederférmigen | Raumgebiete 
parallel zu jeder Achsenrich- 
tung im Mittel Abmessungen 
von mehreren Mikron besitzen. 
Ferner, daB diese Gebiete 
keine im  Mikroritzversuch 
unterscheidbaren gemein- 
samen Abgrenzungen aufwei- 


- sen, die durch wesentlich ver- 


anderte chemische Bindungs- 
eigenschaften gekennzeichnet 
waren. Von der raumlichen 
Verteilung der Fremdstoffe 
greift der Mikroritzversuch er- 
sichtlicherweise nur die an 
bruchauslésenden Inhomoge- 
nitatsstellen befindlichen ,,un- 
léslichen*’ Beimengungen her- 
aus; im Gitterbau in ,,echter‘‘ 
Lésung vorhandene Fremd- 
atome dagegen verhalten sich 
fiir ihn offenbar wie die Nor- 
malbausteine der Idealgitter- 
gebiete. 

7. Uberblickt man die auf 
den vorstehend geschilderten 
Wegen erhaltenen Aussagen, 
dann zeigt sich, daB die héher- 
symmetrisch gebauten Stoffe 
mit bevorzugt starken und 
gerichteten Bindekraften bei 
geniigender Reinheit JIdeal- 


Abb. 2. Ritzspuren auf Rhomboeder-Spaltflachen eines 
Kalkspatkristalls parallel zur kiirzeren Rhombendiagonale. 
Belastung des Schreibdiamanten oben 2, unten 5p. 
Ritzrichtungen zur Polecke rechts, in der Gegenrichtung 
links. Linke obere Spur bruchfrei, rechte obere Spur mit 
flachen, nicht-kristallographisch orientierten Aussplitte- 
rungen. Linke untere Spur mit quer verlaufenden Zwillings- 
lamellen, die durch Lichtreflexion an flachen, parallel zur 
Oberflache entstandenen Hohlraumen aufgehellt sind. 
Rechte untere Spur mit flachen Aussplitterungen, deren 
Begrenzungen teilweise von Rhomboederkanten gebildet 
werden. Reichert Z-Mikroskop, Auflicht-Hellfeld mit zu- 
satzlicher Schragbeleuchtung. AbbildungsmaBstab des 
Orginals 550:1. (Nach F. PucHEGGER 1952). 


gittergebiete von lichtoptisch auflisbaren Abmessungen besitzen. Die 
durch verhaltnismaBig schwache sowie ungerichtete Bindekrafte ausge- 
zeichneten Metalle und Salze dagegen scheinen unter ahnlichen Voraus- 
setzungen [dealgitterbereiche von merklich kleineren, submikroskopischen 
Dimensionen aufzuweisen. DaB die von BorN erwogenen Abmessungen 
den letzteren nahekommen, von den ersteren dagegen betrachtlich 
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iibertroffen werden, spricht fiir eine andersartige Grundlage dieser | 


Erscheinungen als der jenen gittertheoretischen Betrachtungen allein 
zugrundeliegenden Wdrmebewegung der Gitterbausteine. Die allgemeine 
Natur der quantenmechanischen Wechselwirkungen zwischen den 


Elektronen und den Atomkernen der Gitterbausteine verlangt namlich | 
fiir alle Arten von Bindekraften ein tibereinstimmendes Ergebnis soweit | 


die in das Resultat eingehende Warmeausdehnung und DEBYE-Frequenz 

fiir alle Festkérper die gleichen GréSenordnungen besitzen. 
Gegeniiber der Méglichkeit eines alleinigen Einflusses der Warme- 

bewegung auf die Begrenztheit der Idealgitterbereiche hat das Experi- 


ment im Vorstehenden immer wieder Hinweise auf die Tragweite der in | 


den wirklichen Kristallen vorhandenen Fremdstoffatome geliefert. Eine 
allgemeine Einschatzung dieser Einwirkungen ist wegen ihrer Viel- 
faltigkeit mit groBen Unsicherheiten behaftet und von vornherein ge- 
notigt, von der Beriicksichtigung spezifischer Affinitatsbeziehungen ab- 
zusehen. Man erkennt jedoch ohne weiteres, daB eine nachtragliche 


Selbstreinigung wachsender Kristallgebéiude von ,,unlislichen“ Fremd- 


atomen beim Vorhandensein starker und gerichteter Bindekrafte wirk- 


samer vorsichgehen kann als durch schwache sowie ungerichtete — 
Wechselwirkungen, was dem angegebenen Gang der Idealgitter-Ab- | 
messungen entspricht und, wie man zeigen kann, auch mit ihren Absolut- | 


groBen vereinbar ist. Die vollkommensten Kristallzustdnde sollten jedoch 
entstehen, wenn der Gitterbau praktisch sdmtliche Fremdstoffatome in 


fester ,,Losung™ aufzunehmen vermag. Daher ist es besonders bemerkens- | 


wert, daB die Bedingungen dafiir an Schichtengittern von der Art der 
Glimmer weitgehend erfiillt sein kGnnen und daB gerade solche Objekte 
groBe fehlerfreie Kristallindividuen geliefert haben (Nr. 1). 

Die Begrenztheit der Idealgitter auf zumeist mikroskopische oder sub- 
mikroskopische Abmessungen erscheint demnach vor allem durch die 
unausschaltbare Anwesenheit unloslicher Fremastoff-Beimengungen bedingt, 
deren Verteilung im Kristallinneren von der Temperaturlage und Ge- 
schwindigkett des Kristallwachstums abhangt und von méglichen selb- 
standigen EinfluBnahmen dieser Faktoren bisher nicht mit Sicherheit 
abtrennbar ist. Als Gegenwert dieses fast banal anmutenden Ergebnisses 
darf festgehalten werden, daB es geeignet erscheint, die beliebig ausge- 
dehnten phystkalischen Idealgitter als echte Gleichgewichtszustinde der 
Festkorper experimentell zu legitimieren und damit zur Klarung der 
wichtigsten Grundlage von der Beschaffenheit des festen Zustandes bei- 
zutragen. 
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Buchbesprechungen. 


Thermionic Vacuum Tubes and their Applications. Von W. H. Arpous und 
Sir EDWARD APPLETON. Mit 98 Textabb., VII, 160 S. London: Methuen & Co. 
Ltd. — New York: J. Wiley & Sons Inc. 1952. Geb. 9s. 6 d. 


Die sechste Auflage wurde dem Fortschritt entsprechend erganzt. In ge- 
drangter Form bringt das Buch das Wesentliche tiber die Elektronenréhren und 
ihre Anwendungen. Es behandelt in klarer, verstandlicher Form die inneren Vor- 
gange in Zwei-, Drei- und Mehrelektrodenréhren und Laufzeitréhren mit ihren 
physikalischen GesetzmaBigkeiten. Der Anwendung der Réhren als Gleichrichter, 
Verstarker, Schwingungserzeuger und Frequenzvervielfacher sind weitere Kapitel 
gewidmet. 

Alles in allem stellt das Buch eine wertvolle Bereicherung der Fachliteratur 
dar und ist besonders fiir denjenigen gedacht, der sich einen gediegenen Uber- 
blick iiber dieses Gebiet der Hochfrequenztechnik verschaffen will. 


E. EIsENzopF, Graz. 


Nuclear Stability Rules. Von N. FEATHER. Mit 27 Textabb., 162 S. Cambridge: 
At the University Press. 1952. Geb. 20 s. net. 


Die Stabilitat der Kerne in den Grundzustanden stellt eine Frage dar, welche 
fur alle Untersuchungen der Kernphysik von fundamentaler Bedeutung ist. In 
der vorliegenden Monographie unternimmt der bekannte Autor den Versuch, die 
heute bekannten experimentellen Daten systematisch zu ordnen und daraus all- 
gemeinere Gesichtspunkte abzuleiten. Er bringt zuerst eine Systematik der 
stabilen Kerne tiberhaupt, ausgehend von der bekannten Unterscheidung zwischen 
geraden und ungeraden Kernen und behandelt dann das regulare Verhalten beim 
Alphazerfall, wobei er als Ausgangspunkt die GEIGER-NUTTALL-Beziehung wahlt. 
Ein eingehender Vergleich der theoretischen Formeln fiir das Ein-K6rper-Modell 
mit den experimentellen Daten, die in ausfiihrlichen Tabellen zusammengestellt 
sind, liefert wichtige Regeln fiir die Ubergange. Unstetigkeiten bei der Kern- 
bildung einzelner Reaktionen und ihr Einflu8 anf die a-Aktivitat bei leichten 
Kernen werden an Hand des wichtigen Falles Samarium im Detail behandelt. 
Der Beta-Zerfall und sein Verhalten werden anschlieBend diskutiert, wobei hier 
das SARGENT-Diagramm zum Ausgangspunkt genommen wird. Die Voraussagen, 
welche die FERmische Theorie in ihrer Modifikation von KoNopiNsKI liefert, 
werden an Hand erlaubter Ubergange untersucht und fiir die Kerne zwischen 
Z = 88 und 93 mit den experimentellen Daten verglichen. Auch Positronen- 
emission und Elektronen-Einfangprozesse werden auf Grund des SARGENT- 
Diagramms diskutiert. Es ergeben sich dadurch wertvolle Hinweise auf die Zer- 
fallsenergien und einige Stabilitaitsregeln fiir Spiegel-Kerne. Am Schlu8 wird die 
spontane Spaltung und die Zahl der Elemente kurz gestreift. Ein sehr ausfiihr- 
liches Literaturverzeichnis und ein alphabetisches Register bilden den Abschlu8 
des fiir den Kernphysiker wertvollen Buches. H. Repp, Graz. 
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Gasdynamik. Von K. OswatitscH. Mit 300 Textabb. und 3 Tafeln, XIII, 456 S. 
Wien: Springer-Verlag. 1952. Geb. S 390.—, sfr. 80.—, $ 18.60, DM 78.—. 


Dieses von Prof. L.. PRANDTL mit einem Geleitwort versehene Werk stammt 
von einem langjahrigen Mitarbeiter des Institutes ftir Strémungsforschung in 
Godttingen. Nach dem Vorwort des Verfassers soll ,,den zahlreichen Werken iiber 
groBe, geschlossene Teilgebiete der Physik und Technik, den Biichern  iiber 
Mechanik, Festigkeitslehre, Optik, Elekt odynamik usw. ein entsprechendes Buch 
tiber Gasdynamik an die Seite gestellt werden‘'. Dabei wird ,,das Hauptgewicht 
auf eine anschauliche Behandlung der physikalischen und technischen Probleme 
gelegt, ...die einfachste Form der Darstellung bevorzugt*. 

Innerhalb dieses Rahmens hat Dr. OswatTitscH eine gewisse Stoffauswahl 

_vorgenommen; er behandelt vor allem die reibungsfreie Str6mung in pheno- 
menologischer Beschreibungsweise. Dementsprechend sind kinetische Aspekte 
der Gasdynamik nur andeutungsweise erwahnt, die Strémungen bei groBer 
KNuDSEN-Zahl, die Kinetik der StoBfront oder der Verbrennungsvorgange und 
auch die kinetische Theorie der Kondensationsprozesse (an der der Verfasser 
bahnbrechend mitgearbeitet hat) sind nicht aufgenommen worden. Beziiglich der 
Anwendungsgebiete wird verzichtet auf Meteorologie, Akustik und mit Warme- 
uubergang wesentlich verbundene Vorgange. Der Theorie der Str6émungen mit 
Reibung ist (abgesehen von Konsequenzen der allgemeinen Integralsatze) nur ein 
Kapitel von 14 Seiten gewidmet. 

Auch nach diesen wesentlichen Einschrankungen verbleibt ein sehr reicher 
Stoff, dessen zusammenfassende Behandlung eine ehrgeizige Aufgabe vorstellt. 
Dr. OswatitscnH hat damit ein Standardwerk geschaffen, das eine ungeheure 
Fille von Information in zugdnglicher Darstellung aufschlisselt. Kapitelweis 
geordnete, umfassende Schrifttumsnachweise geben dem Buch einen fast enzyklo- 
padischen Charakter. 

Will man die oben erklarte Stoffauswahl abstrakt kennzeichnen, so kann man 
sagen, das Buch behandle vor allem Probleme die an bestimmte Lésungen jenes 
nicht-linearen Gleichungssystems geknipft sind, welches die Bewegungen einer 
reibungsfreien, aber kompressiblen Fliissigkeit beherrscht. Seit RiEMANN haben 
Mathematiker und Physiker mit den Schwierigkeiten solcher Losungen gerungen. 
Dr. OswatitscH erklart die mannigfachen zu ihrer Behandlung ersonnenen 
mathematischen Methoden und sichtet die erzielten Resultate. Er wertet eine 
Methode danach, ob der mit ihr verbundene Aufwand durch die Resultate gerecht- 
fertigt wird. Deshalb bevorzugt er das Einfache, scheut aber nicht vor dem 
Schwierigen zuriick, wenn es Dividenden bringt. Die Darstellung ist anspruchslos 
und aufgelockert durch liebenswiirdige Hinweise auf manche weitverbreitete, 
irrige Auffassungen und auf dem Verfasser aus seiner Lehrerfahrung bekannte 


Schwierigkeiten. 
Im ganzen: Ein Buch fir ,,praktische Theoretiker‘‘, die gasdynamische Pro- 
bleme verstehen und behandeln wollen. F. C. Roxrsier, z. Zt. Dublin. 


Grundyersuche der Physik in historischer Darstellung. Von C. RAMSAUER. Erster 
Band: Von den Fallgesetzen bis zu den elektrischen Wellen. Mit 
129 Textabb., VIII, 189 S. Berlin—G6ttingen—Heidelberg: Springer-Verlag. 
1953. Geb. DM 19,80. 

Der Verfasser stellt sich in diesem sehr lesenswerten Buche die Aufgabe, die 
Grundversuche der Physik historisch und kritisch darzustellen. Das Werk will 
nicht die bereits vorliegenden allgemeinen und speziellen Geschichtswerke er- 
setzen, sondern in der Richtung erganzen, daB es eine geschichtlich und sachlich 
richtige Darstellung der Versuchsaufbauten, Versuchsziele und Versuchsergebnisse 
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gibt. Die groBen experimentellen Erfahrungen des Autors befahigen ihn, die 
wichtigsten Versuche, welche den Ausgangspunkt zur Entwicklung der modernen 
Physik bilden, besser darzustellen, als der reine Historiker. Dadurch bringt das 
Buch die Grundlagen der Physik besonders den Lehrern und Schiilern héherer 
Anstalten naher, die im Aufbau der Schulversuche manche Anregung erfahren. 
Jeder physikalische Versuch setzt sich aus einem experimentellen und einem 
geistigen Anteil zusammen. Die hier behandelten Grundversuche eréffnen nach 
beiden Richtungen neue Gebiete und gestatten so einen tiefen Einblick in das 
Werden unserer Wissenschaft. Der Autor unterzieht sich auch der Miihe, die in 
den historischen Abhandlungen verwendeten Mae auf heute iibliche GroBen um- 
zurechnen, wodurch ein Vergleich mit neueren Versuchen erleichtert wird. Eine 
entsprechende Umrechnungstabelle ist zusatzlich am Schlusse des Buches ange- 
geben. AuBerdem findet sich dort, fiir jeden Artikel geschlossen zusammenge- 
stellt, noch eine groBe Anzahl von Anmerkungen allgemeiner Art, wie Personal- 
daten, Literaturangaben und so fort. Die SchluBbemerkungen erméglichen ein 
zusammentfassendes Urteil ttber die Bedeutung der entsprechenden Entdeckung 
und die Leistung ihres Entdeckers. Druck und Ausfiihrung des Werkes sind 
mustergiiltig. H. STIPPEL, Graz. 


Kalorisch-chemische Rechenaufgaben. Von M. v. STACKELBERG. Mit 2 Textabb., 
III, 71 S. Berlin—Gé6ttingen—Heidelberg: Springer-Verlag. 1952. DM 5,80. 


ErfahrungsgemaB bereitet beim Studium der chemischen Thermodynamik das 
Erfassen der Grundbegriffe die gré8ten Schwierigkeiten. Das praktische Ein- 
arbeiten an Hand von Ubungsbeispielen kann hier viel zu einem besseren Ver- 
standnis beitragen. In dem vorliegenden Buchlein hat nun M. v. STACKELBERG 
eine Reihe von gut ausgewahlten Rechenaufgaben zusammengestellt, die diesem 
Zweck dienen sollen. Es verdient anerkennend hervorgehoben zu werden, daf es 
sich nicht um konstruierte Beispiele handelt, sondern alle Aufgaben eine chemisch 
oder technisch interessante Fragestellung enthalten. Die im Anhang gegebenen 
Auflésungen und didaktisch guten Erklarungen steigern den Wert des Werkes. 
Es kann allen Studierenden der Chemie empfohlen werden. G. Porop, Graz. 


Kleines Lehrbuch der Physik ohne Anwendung hoherer Mathematik. Von 
W.H. WEsTPHAL. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 283 Textabb., VIII, 263 S. 
Berlin—Géottingen—Heidelberg: Springer-Verlag. 1953. Geb. DM 12,60. 

Trotz des beschrankten Raumes und der beschrankten mathematischen Hilfs- 
mittel gelingt es dem Verfasser, eine ausgezeichnete Einfiihrung in die Begriffs- 
welt des Physikers zu geben, die insbesondere zum Gebrauch neben einer Vor- 
lesung iiber Experimentalphysik zu empfehlen ist. Das Buch bringt weder 
detaillierte Beschreibungen von Versuchen noch schneidet es im allgemeinen 
technisch-physikalische Fragen an, dafiir werden aber die Prinzipien der Physik 

(Energiesatz, Impulssatz usw.) sehr klar und griindlich erlautert. Gerade dadurch 

wird ein tieferes Verstandnis von Versuchen, die man in einer Experimental- 

vorlesung kennenlernt, erleichtert. Das Hauptgewicht der Betrachtungen liegt 
auf dem Gebiet der klassischen Physik, wobei jedoch auf die Gedankengange der 

Relativitatstheorie kaum eingegangen wird. Die Atomphysik wird nur kurz be- 

handelt, aber auch hier ist das Gesagte klar und pragnant. Druck und Ausstattung 

des Werkes sind vorbildlich, eine groBe Zahl von Abbildungen erleichtern das Ver- 


standnis des Textes. E. EIsENzopr, Graz 
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Niederdruck-Stromrichterventile. Versuch einer Darstellung von 
Wirkungsweise und Betriebseigenschaften als Folge der konstruktiven Aus- 
fiihrung. Von Dr, Ing. Hans y. Bertele, Purley, Surrey, England, Privatdozent 
an der Technischen Hochschule Wien. Mit 149 Textabbildungen. XII, 239 Seiten. 
1952. Ganzleinen S 195.—, DM 39.—, $ 9.30, sfr. 40.— 

,,.Das Buch ist ein sehr wertvoller Beitrag zur Stromrichter-Literatur, weil es erstens von einem 
seit langen Jahren in einem der gréSten Stromrichterfabriken tatigen erfahrenen Fachmann geschrieben 
ist, zweitens aus Theorien entwickelte Formeln nur sehr sparsam verwendet und sich infolgedessen sehr 


angenehm liest und drittens mancherlei interessante neue Gedanken enthalt. ...Die Ausstattung mit 
Bildern ist reichlich und gut, ebenso der Druck.“ ETZ Elektrotechnische Zeitschrift. 


Verfarbung und Lumineszenz. Beitrage zur Mineralphysik. Von 
Prof. Dr. Karl Przibram, emer. o. Prof. fiir Physik an der Universitat Wien. 
Mit 69 Textabbildungen. XIII, 275 Seiten. 1953. S 

Ganzleinen S 210.—, DM 34.70, $ 8.25, sfr. 35.50 


Der bekannte Wiener Physiker gibt eine zusammenfassende Darstellung eines Teilgebietes der 
Mineralphysik, das heute im Rahmen der Festkérperphysik auBerordentliche Aktualitat erlangt hat 
und zu deren Entwicklung er selbst Wesentliches beigetragen hat. Das Buch wendet sich einerseits an 
die Mineralogen, indem es ihnen zeigt, wie weit die physikalische Forschung heute die ratselhaften Er- 
scheinungen mancher Mineralien zu deuten vermag, andererseits an die Physiker und Techniker. denen 
es interessante Einblicke in die Erforschung des Baues der Realkristalle und somit der Festkérper tiber- 
haupt vermittelt. : 


P ulvermetallurgie. Vortrage, gehalten auf dem 1. Plansee-Seminar ,,De Re 
Metallica‘’, 22. bis 26. Juni 1952, Reutte/Tirol. Herausgegeben von F. Bene- 
sovsky, Leiter der Versuchsanstalt, Metallwerk Plansee, Ges. m. b. H., Reutte/ 
Tirol. Mit 1 Portrat, 224 Abbildungen im Text und 4 farbigen Abbildungen auf 
2 Tafeln. VII, 316 Seiten. 1953. ; “es 

Ganzleinen S 160.—, DM 32.—, $ 7.60, sfr. 32.80 


Tschermaks Mineralogische und Petrographische Mitteilungen. 
III. Folge. Herausgegeben von F, Machatschki, Wien, und H. Leitmeier, Wien. 


Soeben erschien: 


Band Ill, Heft 2.  (Ausgegeben im April 1953.) Mit 26 Textabbildungen. 
102 Seiten. 1953. S 96.—,,DM 19.20, $ 4.60, sfr. 19.80 


BarTEL GRANIGG +. — Andreatta, ©. Syntektonische und . posttektonische 
magmatische Erscheinungen der Ortlergruppe in Beziehung zum alpinen Magma- 
tismus. — Heritsch, H. Die Verteilung von Rechts- und Linksquarzen in Schrift- 
graniten, — Heritsch, H. Réntgenuntersuchungen an Schriftgraniten. — 
Wieseneder, H. Zur Diagenese klastischer Sedimente im Wiener Becken. — 
Votava, E. Fluorochromierungsstudien an stark zerkleinerten Mineralien, — 
Paulitsch, P. Olivinkornregelung und Genese des chromitfiihrenden Dunits von 
Anghida auf der Chalkidike. — Neuwirth, E. Zur Petrographie einiger Bentonit- 
vorkommen aus Steiermark, Karnten und Italien (Ponza). — RaSmann, A, 
und H. Luithlen, Ein neuer Axinitfund in den Ostalpen. — Literatur: Neue 
Bicher. — Nachrichten. 
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Zu beziehen durch jede Buchhandlung 


